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Die Bemerkung, dass dieselbe elegante Methode, durch 
welche Cauchy zur Begründung der Taylor - Maclaurin’schen 
Entwicklungen gelangt war, auch benutzt werden könne'zur 
Begründung der Legendre-Laplace’schen Entwicklungen, musste 
fast nothwendig den Eindruck hervorrufen, als seien die ge- 
nannten Entwicklungen nur einzelne Bruchstücke eines noch 
unbekannten grösseren Ganzen. Fast nothwendig also 
musste der Gedanke sich erheben, ob jene Cauchy’sche Methode 
nicht vielleicht hinleiten könne zur Entdeckung neuer Ent- 
wicklungen, welche, statt nach Potenzen oder Kugelfunctionen, 
nach irgend welchen anderen Functionen fortschreiten. 

Bei einem Versuche dieser Art durften wohl solche 


- Funetionen die meiste Aussicht auf günstigen Erfolg dar- 


bieten, welche zu den Kugelfunctionen in irgend einem Grade 
der Verwandtschaft stehen. Verwandt mit den Kugelfunctionen 
sind aber, wie meine Untersuchungen über Wärme und Elek- 
trieität (Borchardt’s’ Journal. Band 62, Seite 42) zufälliger 
Weise gezeigt haben, die Bessel’schen Functionen J”. 

So lag es denn nahe zu untersuchen, ob man nicht mit 
Hülfe jener Cauchy’schen Methode zur Begründung von Ent- 
wicklungen gelangen könne, welche fortschreiten nach diesen 
Bessel’schen Funetionen. Die vorliegende Schrift wird zeigen, 
dass derartige Entwieklungen in der That existiren, und die 
allgemeinen Gesetze derselben feststellen. ' Sie wird zeigen, 
dass diese neuen Entwicklungen in gewisser Hinsicht sogar ein- 
facher sind als die Legendre’schen Entwicklungen, ebenso 
einfach wie die Taylor’schen. Sie wird nämlich zeigen, dass 


die neuen Entwicklungen, ähnlich wie die Taylor’schen , hin- 
$ 
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sichtlich ihrer Convergenz und Gültigkeit gebunden sind an 
Gebiete von eircularer Begrenzung, während die Legendre- 
schen Gebiete von elliptischer Begrenzung besitzen. 

Uebersicht und Verständniss meiner Untersuchungen wer- 
den erleichtert werden durch einige vorläufige Bemerkungen 
über den Gang derselben. 

Um die Cauchy’sche Methode verwenden zu können, ent- 
wickle ich im ersten Abschnitt den Ausdruck (y—x)-!, auf 
übrigens sehr hypothetischem Wege, in eine nach den J*(«) 
fortschreitende Reihe, und bezeichne die von y abhängenden 
Coefficienten dieser Entwicklung mit &, O” (y), wo ê eine 
Zahl repräsentirt, welche für n=O den Werth 1, für n>0 
den Werth 2 hat. Nachdem die so erhaltenen Functionen 
0” (y), ebenso wie die J” (x) selber, einer näheren Betrachtung 
unterworfen sind, folgt sodann im zweiten Abschnitt eine 
Untersuchung von entgegengesetzter Richtung und von völlig 
strengem Charakter. Diese Untersuchung nimmt ihren Aus- 
gang von der vorhin gefundenen Reihe, deren allgemeines 
Glied gleich &,J”(x) 0”(y) ist; sie zeigt, dass diese Reihe 
convergent sein muss, sobald mod « < mod y, und 
dass sie ferner im Falle der Convergenz gleich- 
werthig sein muss mit dem Ausdruck (y—«)-!. Diese 
Ergebnisse bilden den eigentlichen Kern der Theorie. 

Mit grosser Leichtigkeit führt nun die Cauchy’sche Methode 
zu dem Resultat, dass eine gegebene Function, welche hin- 
sichtlich ihrer Eindeutigkeit und Stetigkeit gewissen Be- 
dingungen entspricht, immer entwickelbar ist in eine nach 
den: J” fortschreitende Reihe, oder auch in eine nach den 
J” und 0” fortlaufende Doppelreihe. Aus diesen Angaben 
wird bereits ersichtlich sein, dass die neu eingeführten Functio- 
uen 0” zu den Bessel’schen Functionen J” in analoger Be- 
ziehung stehen, wie die Kugelfunctionen zweiter Art zu denen 
erster Art, d. i. wie die 0”zu den P”. Demgemäss scheint 
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es mir erlaubt und zweckmässig, die J” als Bessel’sche 
Functionen erster Art, die 0” als Bessel’sche Functio- 
nen zweiter Art zu bezeichnen. 

Die Kugelfunetionen P” und 0” sind bekanntlich zu ein- 
ander complementär in Bezug auf eine gewisse Differential- 
Gleichung zweiter Ordnung, nämlich die beiden partieulären 
Lösungen dieser Gleichung. Anders verhält es sich mit den 
Funetionen J” und 0”; denn die Besselsche Differential- 
Gleichung, welcher die J” Genüge leisten, wird durch die 
0” keineswegs erfüllt. Allerdings würde man durch ein- 
fache Operationen eine andere Differential-Gleichung zweiter 
Ordnung, in Bezug auf welche J” und 0” jenen complemen- 
tären Charakter besitzen, mit Leichtigkeit aufzustellen im 
Stande sein; wahrscheinlich aber würde diese Gleichung von 
complicirter Natur werden. 

In Bezug auf die Bessel’sche Differential-Gleichung ist 
die Function J” also nicht complementär zu 0”, sondern 
complementär zu einer gewissen anderen Function Y”, deren 
Untersuchung den Gegenstand des dritten Abschnittes ausmacht. 
Im vierten Abschnitt endlich werden gewisse partielle Diffe- 
rential-Gleichungen behandelt, bei deren Integration die 
Funetionen J” und F” eine ähnliche Rolle spielen, wie die 
Kugelfunctionen P” und Q” bei der Integration der bekannten 
Differential - Gleichung des Potentiales. 

Alles, was im Gebiet der Bessel’schen Functionen im 
Laufe der Zeit zu Tage getreten ist, zu einem einheitlichen 
(Ganzen zu verbinden, dürfte eine schwierige Aufgabe sein. 
Die vorliegende Schrift hat keine solche universelle Tendenz; 
sie berührt nur diejenigen Punkte jenes Gebietes, welche nicht 
zu fern abliegen von ihrer eigenen individuellen Richtung. 


Tübingen, den 7. April 1867. - 


C. Neumann, 
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Es dürfte angemessen sein, aus der vorstehenden Literatur nament- 
lich zwei Sätze ‚hervorzuheben, weil sie verwandt sind mit dem Gegen- 
stande der vorliegenden Untersuchungen. Es sind folgende: 

Fourier'’scher Satz. Die Function 
æ x g$ 
Narr a ESETT AN a 
verschwindet für unendlich viele reelle Werthe von æ. Bezeichnet man 
diese ihrer Grösse nach geordnet mit #, so kann jede innerhalb des 
Intervalles 0.....1 willkürlich gegebene Function f (æ) in eine nach den 
J°(# x) fortschreitende Reihe entwickelt werden. 

Schlömilch’scher Satz. Bezeichnet man die Hälften der ganzen 
Zahlen 0, 1, 2, 3,4,..... mit n, so kann jede innerhalb des Inter- 
valles 0... . æ willkürlich gegebene Function f (x) in eine nach den J’ (næ) 
[oder auch nach den J!(næ)] fortschreitende Reihe entwickelt werden. 


=- *) Leider ist mir dieser Aufsatz erst bekannt geworden nach 
Beendigung des Druckes. Ich ersehe aus demselben, dass die Ent- 
wicklungen, welche ich Seite 39 gebe, schon von Schlömilch gefunden 
sind. 
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Einleitung. 


Erinnerung an die Kugelfunctionen. 


$ 1. Cauchy’s Theorem. 


Sind die Werthe einer Function f(z) eindeutig und stetig 
innerhalb eines endlichen Gebietes X, so. sind sie darstellbar 
durch ein Integral, welches hinläuft über den Rand von X. Ist 
nämlich c irgend ein Punct innerhalb X, und sind z die Rand- 
puncte von X, so gilt die schon von Cauchy aufgestellte Formel: 


(1) piei bte ROLE 


2mi EC 
wo die Integration positiv herumläuft um X. 

Besitzt die Fläche I mehrere, etwa n Randcurven, so ver- 
wandelt sich das Integral in eine Summe von n Integralen, jedes 
derselben hinerstreckt über je eine der z Randeurven. 

Was die positive Umlaufung von X anbelangt, so ist (na- 
mentlich mit Bezug auf den Fall mehrerer Randeurven) Fol- 
gendes zu bemerken. Zu Grunde gelegt wird bei dieser Aus- 
drucksweise ein in der zEbene festgesetztes Coordinatensystem 
von solcher Beschaffenheit, dass der im Anfangspunct Stehende 
und in der Richtung der reellen Achse Fortsehende die Richtung 
der imaginären Achse markiren würde mit ausgestreckter Linken. 
Dies vorausgesetzt, ist bei jeder Randcurve von X unter der po- 
sitiven Richtung diejenige zu verstehen, in welcher die Curve 
durchwandert werden muss, falls man das angrenzende Flächen- 
gebiet beständig zur Linken haben will. *) 


*) Vergl. hierüber, sowie in Betreff der Ableitung der Formel (1) 
meine „Vorlesungen über Riemann’s Theorie der Abel’schen Integrale‘ 
Seite 71 und 86. 


Neumann, Theorie d. Bessel’schen Funetionen. q 
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$S 2. Kugelfunctionen und Bessel’sche Functionen. 


Dass sich die Gauchy’sche Formel (1.) nicht allein zur Be- 
gründung der Taylor’schen Entwicklung nach Potenzen, son- 
dern ebenso gut auch zur Begründung von Entwicklungen, welche 
nach Kugelfunctionen fortlaufen, mit Vortheil verwenden lässt, 
habe ich in einer früheren Abhandlung *) gezeigt. Gegenwärtig 
beabsichtige ich zu zeigen, wie man auf ganz analogem Wege 
zur Begründung von Entwicklungen gelangen kann, welche fort- 
schreiten nach den Bessel’schen Functionen. 

Zwischen den Kugelfunctionen einerseits und den Bessel’schen 
Functionen andererseits findet, namentlich was Entwicklungen 
nach diesen beiderlei Functionen anbelangt, ein hoher Grad von 
Uebereinstimmung statt. Um diese möglichst deutlich hervortre- 
ten zu lassen, werde ich zunächst die schon früher in Betreff 
der Kugelfunctionen erhaltenen Resultate in Kürze zusammenstel- 
len, und sodann erst übergehen zu dem eigentlichen Gegenstande 
dieser Abhandlung, nämlich zu den Bessel’schen Functionen. 


$ 3. Integral-Eigenschaften der Kugelfunctionen. 


Die Kugelfunctionen erster und zweiter Art, P”(z) und 0” (z), 


sind particuläre Lösungen der Differential-Gleichung 
@®F 22 BE n (n+1) 
2) iT a ar a Pe ee ee 


und werden in der von Heine festgesetzten Normalform**) darge- 
stellt durch folgende Integrale: 


n 
if i do 

3 Pr(z\ — J AERA Fis 

(3) (a u (z+ V2—1 -cos o) "+! 


n 
— afe -V2 — 1- cos o)" do, 
© 


1- cos io)” t} 


un o= rir T PT: 


*) Nämlich in meiner Schrift: ‚Ueber die Entwicklung einer Func- 
tion mit imaginärem Argument nach den Kugelfunetionen erster und 
zweiter Art.“ Halle, 1862. 

#*) Heine’s Handbuch der Kugelfunetionen. Seite 14, 15 und 59. 
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wo das Vorzeichen der zweideutigen Grösse Vz? — 1 so zu wählen - 
ist, dass der Bedingung 
(5) mod (z + Veri edah 
Genüge geschieht. 
Diese Functionen P, Ọ besitzen folgende Integral- Eigen- 
schaften: 
$. DP” (2) P” (2) dz = 0, 
(6) F DREH, 
FP" le) 0y dare k. 
Die Integrationen sind hier über eine Ellipse mit den Brenn- 
puneten + 1 in positiver Richtung hinerstreckt zu denken, oder 
auch hinerstreckt zu denken über irgend welche andere geschlos- 
sene Curve, in welche eine derartige Ellipse, ohne mit der ge- 
radlinigen Strecke — 1 - -- + 1 in Berührung zu kommen, durch 
Dehnung und Biegung deformirt werden kann. 
Ferner repräsentiren m, n beliebige (gleiche oder verschie- 
dene) Zahlen, und % eine Constante, welche 


. (6.a) ee dere: 


2n-+1’ 
ist, jenachdem m,n gleich oder verschieden sind. 


S 4. Entwicklung nach Kugelfunctionen.. 


Ebenso wie man die Taylor’sche Entwicklung nach steigen- 
den oder fallenden Potenzen aus der Cauchy’schen Formel (1.) 
dadurch ableitet, dass man den in jener Formel unter dem In- 
tegral stehenden Bruch -> entwickelt nach der Binomischen 
Reihe: i 

1 1 £ £ 

(T) Geo ie art AP E ETOR Ea O N 3 
ebenso bin ich (in der erwähnten Abhandlung) zu der Entwick- 
lung einer Function nach den Kugelfunctionen erster oder zwei- 
ter Art dadurch gelangt, dass ich jenen in (1.) enthaltenen Bruch 


— ra habe mit Hülfe der Heine’schen Reihe: 


- 


(8) —_- = 0°(y) P(x) + 30' (y) Pla) + 5 0°) P’@) 
OR LE 

Denkt man sich unter x, y irgend zwei complexe Variable, also 

irgend zwei Puncte auf der zEbene, und denkt man sich ferner 


auf dieser Ebene ein System confocaler Ellipsen mit den Brenn- 


$ 
A 
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 puncten + 1, so bleibt die vorstehende Reihe (wie aus Heine’s 
Untersuchungen hervorgeht) convergent und gültig, so lange der 
Punct x auf einer engeren, der Punkt y auf einer weiteren El- 
lipse sich befindet, Mit Rücksicht hierauf führt nun die Cauchy- 


sche Formel (1.), wenn man den Bruch — mit Hülfe der Hei- 
ne’schen Reihe (8.) entwickelt, zu folgenden Resultaten. 


Erster Satz. Eür jede Function f (z), welche innerhalb einer 
Ellipse mit den Brennpuneten + 1 eindeutig und stetig bleibt, exi- 
stirl eine Entwicklung: 

(9) f@) = œ P (2) + a P! (2) +0, P(o) +. --- ; 
welche gültig *) ist für alle Puncte im Innern der Ellipse. 

Zweiter Satz. Für jede Function f (z), welche eindeutig und 
stelig bleibt auf der von zwei confocalen Ellipsen mit den Brenn- 
puncten + 1 begrenzten ringförmigen Fläche, existirt eine Entwick- 
lung: 

(10) fd) ao, Pie) +a Pi) +, Pe) + nr. r 
+ fo Or E e OOE B OA FA ) 
welche gültig ist für alle Puncte jener ringförmigen Fläche. 

Die constanten Coefficienten « und «,ß in diesen Entwick- 
lungen (9.) und (10.) können unmittelbar erhalten werden durch 
Anwendung der in (6.) aufgeführten Integraleigenschaften. Ebenso 
ergiebt sich mit Hülfe dieser Integraleigenschaften augenblicklich, dass 
bei einer gegebenen Function f(z) die Ausführung der Entwicklung 
(9.) oder (10.) immer nur auf einerlei Art möglich ist. 

Die angegebenen beiden Sätze haben in neuester Zeit eine 
wichtige Erweiterung erhalten durch eine Untersuchung von Thome. 
Thomé zeigt nämlich **), dass die Entwicklungen (9.) und (10.), 
ohne Beeinträchtigung ihres Gültigkeits - Gebietes, beliebig oft 
nach z differenzirt werden können. 


*) Wenn eine Entwicklung gültig genannt wird innerhalb irgend 
welcher Grenzen, so versteht sich von selber, dass sie innerhalb die- 
ser Grenzen auch convergent ist. Denn die Convergenz ist ein noth- 
wendiger Bestandtheil der Gültigkeit. 5 

In gleicher Weise betrachte ich (wie hier zu bemerken nicht über- 
flüssig sein wird) das Endlichbleiben einer Function als einen noth- 
wendigen Bestandtheil ihrer Stetigkeit. 

+*+) Borchardt’s Journal, Bd. 66. Seite 337. 
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Definition und Eigenschaften der Bessel’schen 
Funetionen. 


& 5. Die Bessel’schen Functionen erster Art J”. 


Die neuen Entwicklungen, welche den eigentlichen Gegen- 
stand der gegenwärtigen Abhandlung bilden, laufen fort nach 
zweierlei Functionen J”(z) und 0”(z), welche in ihrer gegenseiti- 
gen Beziehung grosse Aehnlichkeit zeigen mit den Functionen 
Pr(z) und 0*(z), welche indessen nicht ein und derselben Diffe- 
rential- Gleichung zugehören. 

Die Function J”(z) ist identisch mit der Bessel’schen 
Function. Sie ist eine particuläre Lösung der Gleichung: 


®F 1 0oF n? FE 
(1.) f 0z? T 2 0% $ (1—5) F=0 


und dargestellt durch die stets convergente Reihe: 


a Be AES 
(2.a) J Deren imta T idia ) 
Um diese Reihe*) (namentlich mit Bezug auf den Fall »=0) in 
unzweideuliger Weise hinzustellen, ist es gut, sie so zu schrei- 
ben: 


zn z2 „rt 
6 Be EL un en er EEE Te 
(2.6) a TP (1 2-2n4+2 7 2:4-2n+2:2n +4 ): 
wo TIn die von Gauss eingeführte Function vorstellt, wo also 


.*) Das Gesetz, nach welchem diese Reihe fortschreitet, ist leicht 
zu übersehen. Das nüchstfolgende Glied in der Parenthese würde 


lauten: 
6 


1 AEA Gm +2. +49 +6 


Die Vorzeichen sind alternirend, 
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fi 
j 
f 


6 Erster Abschnitt. 


301, 

Il}; maci, IBM +2: EEE E A 
ist. Durch weitere Anwendung dieser Gauss’schen Function kann 
die Reihe für J”(z) auch so dargestellt werden: 


23 on me) 


1 z \2 +4 
a S at a 
Endlich kann der Werth von J”(z) auch ausgedrückt werden ver- 


mittelst eines bestimmten Integrales, nämlich: 
rt 


2:0 d fe (z sin œ — no) do. 


0 


n42 


- Diese letzte Formel bildet, beiläufig bemerkt, die ursprüng- 


liche Definition von J”?(z), wie sie von Bessel gegeben wurde.*) 
Ausserdem hat Bessel noch folgende andere Integral - Darstellung 
gefunden: 


< [4 > zu 1 x = + BL) 
(2.4) J*(z) ET RR <I cos (z cos œ) sin™” œ do, 
0 
welche später von Jacobi von Neuem abgeleitet wurde durch An- 
wendung einer sehr merkwürdigen allgemeinen Methode. **) 


| 


$6. Entwicklung von cos (z sin ©) und sin (z sin œ) nach 
den Cosinus und Sinus der Vielfachen von w. 


Die Formel (2.d) kann so geschrieben werden: 
at 
(3.) Pj= :} [cos (z sin œ) cos zo + sin (z sin œ) sin no] dw. 
Hieraus ergiebt sich leicht: 
ELA 


i da EA 
(4.a) J”(z2) = ia J cos (z sin w) cos no do für jedes gerade n, 


0 
und andererseits: 


*) Bessel: „Untersuchung des Theils der planetarischen Störungen, 
welcher aus der Bewegung der Sonne entsteht.“ Abhandlung. der Math, 
Classe der Berliner Akademie, aus dem Jahre 1824. S. 22. 

+*+) Jacobi: „Formula transformationis integralium definitorum,“ Crelle’s 
Journal Bd. 15. Seite 13. 
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- Definition und Eigenschaften der Bessel’schen Functionen. yi 


KLA 
(4.b) Te fe (z sin œ) sin no do für jedes ungerade n, 
0 

Aus den Formeln (4. a) und (4.5) aber folgt unmittelbar, dass 
die Entwicklungen von cos (z sin œ) und sin (z sin œ) nach den 
Cosinus und Sinus der Vielfachen von œ mit Coefficienten behaf- 
tet sind, welche identisch sein müssen mit den J”(z). So erge- 
ben sich die (schon von Bessel aufgestellten) Formeln: 

(5.a) cos (zsin o) = J?(z) + 2 J?(z) cos 20 + 2 I!(z) cos 40o + +++: 
(5.b) sin (z sin o) = 2 J!(z) sin 0+2 J?(z)sin 3 o+ 2 J*(z) sin 5w + + 
Hieraus folgen leicht die später nothwendigen Formeln: 

(6. a) 1 = J? (z) + 232) + 2342) + 236z) + 
(6. b) z = 2-1 Jz) + 2:3 (2) +25 Pz) H2LT Iz) Hee ; 
denn (6.4) ergiebt sich aus (5.a), sobald man œo =O setzt; und 
(6.b) wird erhalten, wenn man (5.b) nach w differenzirt, und so- 
dann wiederum œ= 0 setzt. 
Die Gleichungen (6. a,b) lassen sich übrigens, mehr sym- 
metrisch, auch so darstellen: 
(T.a) 1 = e J? (z) +97) + e,t (2) H eetl) Heee 
(T.b) z= 1e J! (z) + 32,72) + 5e; P(e) +T P(e) Heee, 
wo &, eine Constante vorstellt, welche später noch vielfach benutzt 
werden soll, welche = 1 ist für n = 0, und = 2 ist für z > 0. 
Die Entwicklungen (d.a,b) führen, wie hier beiläufig be- 
merkt werden mag, zu einer nenen gemeinschaftlichen Darstel- 
lung sämmtlicher Funetionen J durch ein bestimmtes Integral. 
Substituirt man nämlich in jenen Entwicklungen y + 5 an 
Stelle von œ, so erhält man: 
(8.a) cos (z cosyn) =J} — 2 J? cos 2n + 2 I! cos4n — 2 J? cos 6n 


+ 2 J8 cos 8q — +», 
(8.b) sin (z cosy) = 2 J! cos n — 2J? cos 3y +2 J’ cos 5y 
— 2J cos Typ- 3 
wo J}, J!, J? = +. zur Abkürzung gesetzt sind für J?(z), J! (z), J42), 


Durch Benutzung der Grösse i—=y —1 können wir diesen 
Formeln folgende Gestalt verleihen: 
(9.a) cos (z cos n) = J? +2? J? cos 2y + 2it J!cos4n + 2i6 J°cos6n 
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(9.b) ¿sin (zcosy) = 2i J! cos n + 2i? J?cos3n + 28 J’ cos 5n 


ae. 
Hieraus folgt durch Addition: 

(10) eizeosn — 3 en i” J” cos nn, 
n= 0 


wo die Summation über alle positive ganze Zahlen hinläuft, und 
&, die vorhin eingeführte Constante vorstellt. 

Aus dieser Entwicklung (10) ergiebt sich nun unmittelbar 
(statt J” setzen wir wieder J”?(z)): 


at 
(11) a ae a ae cos cos ny dn, 
6 
oder, was dasselbe ist: 
3 > Tr 
(12) ta u N cosn cos ny dn, 


0 
eine Formel, welche, ebenso wie die Formeln (2.d) und (2.4), 
gültig ist für jedes beliebige n. 


$ 7. Uebergang von der Bessel’schen Function erster 
Art J” zu den Functionen zweiter Art 0”. 


Die Untersuchungen dieses $ werden provisorischer Na- 
tur sein, nämlich angestellt werden auf Grund und mit Hülfe 
hypothetischer Voraussetzungen. 

Es handelt sich darum, neue Functionen aufzustellen, welche 
einer gewissen vorgeschriebenen Anforderung Genüge leisten. Un- 
sere erste hypothetische Voraussetzung besteht darin, dass diese 
vorgeschriebene Anforderung überhaupt erfüllbar ist, besteht also 
in der Annahme, dass die gesuchten Funktionen wirklich exi- 
stiren. 

Von dieser Hypothese aus führt ein directer, völlig siche- 
rer, aber höchst beschwerlicher Weg zu jenen unbekannten 


:Functionen hin. Diesen Weg werden wir nicht betreten. Wir 
2 o 


werden einen andern, indirecten Weg einschlagen, der aller- 
dings bequem, aber äusserst unsicher ist, der nämlich nur 'pas- 
sirbar sein wird mit Zuhülfenahme von drei Voraussetzungen, 
die wiederum völlig hypothetischer Natur sind. 

Ob also die Functionen, zu welchen wir in solcher Weise 
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gelangen, der vorgeschriebenen Anforderung wirklich Genüge lei- 
sten, wird durchaus zweifelhaft sein. Und dieser Zweifel wird 
erst beseitigt werden in späteren $$. 

Es seien æ und y zwei beliebige complexe Variable, geome- 
tisch also dargestellt durch irgend zwei Puncte in der z Ebene. 
Ferner seien J%(&), x), J(&), * - die dem Argument x ent- 
sprechenden Bessel’schen Functionen. Endlich mögen mit 0%y), 
0'(y), 0°%y), +- =- die dem Argument y entsprechenden un b e- 
kannten Functionen bezeichnet werden. Die vorgeschrie- 
bene Anforderung, der diese unbekannten Functionen genü- 
gen sollen, lautet: 

(L.a) —=— = (2) Oy) +272) 0'(y) F27) +2 I%«) 0%) 


Ya 


und kann also, mit Benutzung der früher eingeführten Con- 
stanten : 
ol, E =, m, =... —=2, 


auch so ausgedrückt werden: 


(1.6) 1 — De, la) Or(y). 
0 


y — g 
Die unbekannten Functionen O”(y) sollen nämlich, wird gefor- 
dert, von solcher Beschaffenheit sein, dass diese Gleichung (1. «, b) 
entweder allgemein stattfindet bei völlig freier Beweglichkeit der 
Puncte æ, y, oder wenigstens stattfindet, so lange die Bewegung 
jener Puncte beschränkt bleibt auf irgend welche Flächen- 
gebiete. Sat 
Uusere erste Hypothese besteht, wie schon angedeutet, 
darin, dass die einer solchen Anforderung entsprechenden Func- 
tionen 0” (y) wirklich existiren. Von dieser Hypothese aus führt 
ein leicht findbarer directer Weg zur Aufstellung jener unbe- 
kannten Funectionen. 

Wir schlagen einen andern, indirecten Weg ein, und be- 
ginnen mit folgenden Betrachtungen. Versteht man bei irgend 
einer Function f (æ, y) oder f unter 4 und 4’ die Operationen: 


ESON Taf 
ee re Hk 
(2) OF 3 of 1-+,? 
BER Dig 1 9 
A f= oy? + y Oy + y? fs 
so ergiebt sich 
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ee 2) 5 en ie Tn 


x? A (=)= x (yx) a: 


(y — x)? y—x 


oder 


oder, wenn man die Differenz „— x = u setzt, und w an Stelle 
von x einführt, $ 


2 I N eye (y us 
& A N ei u? ji 4 


w 


x? EE: 13% ç 
A (y= = DR er: ee 


oder, wenn man nunmehr u wieder ersetzt durch seine eigent- 
“ liche Bedeutung y—&: 
Ba 3y ket 
wiide en gert ke 
Diese Formel BR wie leicht zu übersehen, Ki so dargestellt 
werden: 


ea aE a? al z) + 3% TE y— Ej r a 


und kann daher mit Benutzung des in (2) eingeführten Opera- 
tionszeichens 4’ auch so geschrieben werden: 


3) ra) ut 


Die Gleichung (1.«, b), deren Benutzung gestattet ist auf 
Grund unserer ersten Hypothese, führt nun mit grosser Leich- 
tigkeit, jedoch mit Herbeiziehung einer zweiten Hypothese, 
zu den Formeln: 


A 9? En 0" (y) AI” (&), 


ar 


Die hiebei erforderliche e Hypothese besteht in der An- 
nahme, dass jene durch irgend welche a Sr Functionen 
O” (y) erfüllbare Gleichung (1.«,b) gültig bleibt bei wiederholter 
Differentiation nach x, y. 

Die Substitution der Werthe (4) in die Gleichung (3) liefert 
(5) y+ e= X} en (” (æ): y4 0”ly)— 0” (y) ar AJ” w). 


0 


(4) 


J” (x) 4'0" (y). 
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Nun genügt die Bessel’sche Function J”(x) der (Seite 5 angege- 
benen) Differential-Gleichung 


Sa (2) 2 Ha 


0 = eug (1-5) Ihla; 


welche mit Anwendung des in (2) eingeführten Operationszei- 
chens 4 auch so darstellbar ist: 


2 
0 = 4J” (æ) — T IE): 
Substituirt man diesen Werth von 4J” (æ) in (5), so erhält man 
(6) y + a= X en J" (a) (y? A 0” (y) — nè 0" (y) Y; 
0 


Hier haben wir das Binom y + x vor uns, entwickelt in eine 
nach den J” (x) fortschreitende Reihe, deren Coefficienten reprä- 
sentirt sind durch Functionen von y. 

Eine. derartige Entwicklung des Binoms y + x lässt sich 
leicht noch in anderer Weise erhalten, nämlich durch Benutzung 
zweier früherer Formeln (Seite 7), welche, wenn man den dor- 
tigen Buchstaben z mit æ vertauscht, so lauten: 


le, Pl #3 Pr oO), Ey MA): 25% 

æ = le J! (æ) + 383 J? (æ) + 585 P(x) +. 
Wird die erste dieser Formeln mit y multiplicirt, und sodann 
die zweite hinzuaddirt, so ergiebt sich 


T) y + a= y (a) H ey Ia) H y a) H 
+a 1 Jix) + 3J? (x) + edla H 


eine Entwicklung, welche, ebenso wie die in (6), fortschreitet 
nach den J” (æ) und Coefficienten besitzt, die unabhängig von 


: æ sind. 


Die dritte Hypothese dieses § besteht in der Annahme, 
dass diese beiden für das Binom y + æ erhaltenen Entwicklun- 
gen (6) und (7) unter einander identisch sind, Sie führt uns 
augenblicklich zu den Formeln: 


y? 4.0” (y) — n? 0” (y) = y für jedes gerade n, 
(8) 
y? A 0” (y) — n? 0” (y) = n für jedes ungerade n, 


Formeln, welche, mit Rücksicht auf die Bedeutung von 4’, in 
ihrer ausführlichen Gestalt so lauten: 
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Orly), 3 Ri ) won. i 
0y? ig Yy u +(1 — ir 0 Nr (gerades n), 


(9) 

ROry) , 3 > 

0y? y 

Eine etwas EN Gestalt Kae diese Differential-Gleichun- 
gen, wenn man 
(10) 0° (y) = ya Ry) 
substituirt. Für die Funclionen 2”(y) ergeben sich alsdann die 
Gleichungen: 

RAR) EN 2n+1 a + 2%) rk 


2 


0y? Y y” 


US = (ungerades n). 


(gerades n), 
(11) 
RR (y) MR. eu nr 
0y? y 
Für diese letzteren Hai lassen sich gewisse parti- 
culäre Lösungen leicht finden mit Hülfe der Ansätze: 


7 n ni 
+ & (y) = Fi (ungerades n). 


DELON Ca Cı 
Q” (y) = zm #- FE 3E aT en aradeni 
(12) 
Ar Hi + PY; 
Yee yn+i ynF5 A (ungerades n). 


Die Constanten C lassen sich nämlich ohne Mühe der Art be- 
stimmen, dass den Gleichungen (11) Genüge geschieht. Auch 
findet man, dass diese C nur bis zu einem gewissen Range Werthe 
besitzen, später aber verschwinden, dass also die vorstehenden 
Ansätze zu particulären Lösungen führen von geschlossener 
Gestalt. 

Hieraus ergeben sich dann unmittelbar entsprechende parti- 
culäre Lösungen für die ursprünglichen Differential- Gleichungen 
(9). Sie lauten: 


el ie ed 
(gerades n), 
13 
$ n n?—1? , (2—1?) (2—3?) (n?—1°) (n? —3?) M_5%) 
0 Wr + y LE 


(ungerades n). 
Diese Werthe besitzen eine geschlossene Gestalt. Denn die 
in den Parenthesen befindlichen Reihen brechen von selber 
ab, wie man augenblicklich erkennt. 
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Die vierte und letzte Hypothese dieses § besteht end- 
lich in der Annahme, dass die eben `gefundenen particulären 
Lösungen der Differential- Gleichungen (9) identisch sind mit den 
gesuchten Functionen, d. i. mit denjenigen Functionen 0*(y), 
durch welche die in (1) gestellte Anforderung erfüllt wird. 

Dass solches in der That der Fall ist, wird später mit vol- 
ler Strenge nachgewiesen werden. Um aber diesen Nachweis 
führen zu können ist es erforderlich, dass wir die erhaltenen 
Functionen 0” (y) näher ins Auge fassen. Um dabei eine grös- 
sere Symmetrie mit unseren früheren Untersuchungen über die 
Functionen J”(z) zu erzielen, werden wir den Buchstaben y ver- 
tauschen mit z. 


$ 8. Die Bessel’schen Functionen zweiter Art 0”. 


Die beiden Differential-Gleichungen (9) können (wenn man 
den Buchstaben y mit z vertauscht) zusammengefasst werden in 
die eine Gleichung: 

0@®F 3 oF n2?— 1 
UD ee oA ) P= gn 
wo dann gẹ, eine gegebene Function von z vorstellt, von ver- 
schiedener Bedeutung je nach dem Werthe von »; nämlich: 


Ja = für jedes gerade n, 


(14. a) 
n .. . 
Jn =7 für jedes ungerade n. 

So hypothetisch die Untersuchungen des vorhergehenden § 
auch sein mögen, mit voller Gewissheit geht aus ihnen hervor, 
dass dieser Differential - Gleichung (14) genügt wird durch eine 
Function 0”(z), welche, jenachdem z gerade oder ungerade ist, 
dargestellt wird durch eine der beiden Formeln: 


Poe er k E a A t 


(gerades 2), 


(15.a) 2 


Eory ma (n?—1?) ama on 2 + 


n 
Or) a(t = 
(ungerades n). 
Diese Formeln sollen von jetzt ab als die Defini- 
tion der Function 0”(z) angesehen werden. Aus ihnen er- 


giebt sich, um einige Beispiele anzuführen: 
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u a ER 
(15.«') 0%) — 2 + sk 
++, 
und andererseits: 
=: 
(15.4) O(a = 5 + saf 


Erak Te A tan Ehe! 71 EE ATT, I Te ie 


Allgemein erkennt man aus den Formeln (15,«a) und mit 
Rücksicht auf das Abbrechen dieser Formeln, dass 0”(z) eine 


f : 1 
ganze rationale Function von — vom (n + 1)}™ Grade 


ist, welche verschwindet für z = œo. 

Die beiderlei Werthe, welche O” (z) besitzt, jenachdem n ge- 
rade oder ungerade, können, auf etwas künstliche, für einige 
Untersuchungen aber vortheilhafte Art, in gemeinsame Form ge- 
bracht werden. Setzt man nämlich: 


4” = 1, : 

A; 

A" —=n-n, 

A" =n-n—1)(n+1), 

4,” = nn—2)n(n+2), 

A" = n-(n—3) (n—1) a 1) (n +3), 

A = n: (n— 4) (n — 2) n (n +2) (n+ 4), 
u. s. w., mithin e ilin: 

Ay=n- (n—p+3) (n—p+5) (1p +7): (n+p—3), 
und setzt man ausserdem: 

h = TE a folglich A,+, = et 


so dass also A,,, den Werth O oder 1 besitzt, jenachdem » + p 


eine gerade oder ungerade Zahl ist, so erhält man für jedes be- 
liebige n: 


p 
(15.4) De TE, 
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Die obere Grenze dieser Summe kann nämlich = oo gesetzt wer- 
den, weil die bei der Summation entstehende Reihe von selber 
abbricht mit einem gewissen Gliede. Bei geradem n verschwin- 
det der Factor A für jedes gerade p, so dass nur ungerade 
Potenzen von z übrig bleiben. Und ebenso sieht man, dass nur 
gerade Potenzen von z übrig bleiben werden, sobald n unge- 
rade ist. 

Eine andere und weit einfachere Darstellungsart ergiebt sich 
für die Functionen 0”(z), wenn man die als Definition hinge- 
stellten Ausdrücke (15.«a) in umgekehrter Weise (nach stei- 
genden statt nach fallenden Potenzen von z) ordnet. Man findet 
alsdann für jedes beliebige n den Werth: 


15.1 z 2r Iln 1 x? z4 
a RO = ar aan Sk} 


wo unter &„ wiederum jene schon oft gebrauchte Constante zu 
verstehen ist, welche den Werth 1 hat für n — 0, den Werth 2 
für n > 0. Diese Formel zeigt eine überraschende Aehnlichkeit 
mit der für J”(z) auf Seite 5 angegebenen Formel (2.5). Sie 
leidet aber an der Unbequemlichkeit, dass der in Parenthese ste- 
hende Ausdruck nicht von selber abbricht, des Abbruchs aber 
bedarf. Das letzte jenem Ausdruck noch -einzuverleibende 
Glied lautet, jenachdem n gerade oder ungerade ist, entweder: 


TE a EN re (gerades n), 
oder: 
zn—1 
2.4... .n— 1-20 —2-9n—4.. ni (ungerades n). 


Bemerkt mag noch werden, dass die Formel (15.5) auch so 
darstellbar ist: 


(15.6) "&,0"(2)>= = To y? Yip nG Yap 22 rt } 


Der in Parenthese stehende Ausdruck bedarf hier wiederum 
des Abbruchs. Sein letztes Glied lautet entweder: 


è 71 n—2 
E 6 P (gerades 7), 
oder: 
NM’ er ; 
Za ae) (ungerades n). 
mt 
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Die Function 0” (z) ist, wie schon (Seite 14) bemerkt 

wurde, zucharakterisiren als eine ganze rationale 
: 1 g 

Function von — vom (n+1)!” Grade, welche verschwin- 


det für z—=0. Hiermit steht, wie man augenblicklich über- 
sieht, in unmittelbarer Beziehung der Abbruch der Ausdrücke 
(15.b,c). Diese Ausdrücke sind nämlich, dies können 
wir als allgemeine und stets gültige Regel hinstellen, 
jederzeit so weit fortzusetzen, als es verträglich ist 
mit dem eben genannten Charakter der Function 0*(z). 

Endlich kann die Function 0” (z) auch dargestellt werden 
durch ein bestimmtes Integral. Von den Ausdrücken (15. æ) aus- 
gehend findet man ohne erhebliche Anstrengung *): 


p _ [OH tero ot) o 
(15.a) aa re er OR 
0 
Schon die äussere Gestalt der Functionen J und O verräth, 


wenn man einen Blick auf die Formeln (2.b) Seite 5 und (15. b) 
Seite 15 wirft, eine gewisse Zusammengehörigkeit dieser Func- 
tionen, ähnlich derjenigen, welche zwischen den Kugelfunctionen 
P und 0 stattfindet. Dass eine solche Zusammengehörigkeit wirk- 
lich vorhanden ist, wird die weitere Untersuchung deutlich her- 
vortreten lassen. Mit Rücksicht hierauf mag es mir gestattet 
sein, den Namen der Functionen J auszudehnen auf die O, näm- 
lich die J als Bessel’sche Functionen erster Art, die O 
als Bessel’sche Functionen zweiter Art zu be- 
zeichnen. i j 

Ein Mangel in der erwähnten Analogie besteht allerdings 
darin, dass P und Ọ particuläre Lösungen ein und derselben 
Differential Gleichung sind, während die Functionen Y und O ver- 
schiedenen Differential-Gleichungen zugehören, nämlich den Glei- 
chungen (1.) Seite 5 und (14.) Seite 13. 


$ 9. Integral-Eigenschaften der Bessel’schen Functionen 
| erster und zweiter Art. 


Die Function J”(z) wird durch eine Reihe (Seite 5) darge- 
stellt, welche nach positiven ganzen Potenzen von z fortläuft, 


*) Die Ableitung dieser Formel unterdrücke ich, weil von ihr im 
Folgenden kein Gebrauch gemacht werden wird. 
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und welche (ebenso etwa wie die Reihen für sinz und cosz) 
convergent ist für alle Puncte der zEbene. Daraus folgt: 

(1) Die Function J” (z) ist auf der z Ebene allenthalben eindeutig 
und stetig. Gleiches gilt von ihren sämmtlichen Ableitungen. 
Andererseits ergiebt sich aus der für 0”(z) hingestellten Defini- 
tion (Seite 13.): 

(2) Die Function O*(z) ist von der Form: 

Pet E Hatte tat 

wo A, B, C,- - G, H Constante, und zum Theil = O sind. Sie 
ist daher eindeutig und stetig in allen Puncten der z Ebene, ausser 
im Puncte O. Gleiches gilt von ihren Ableitungen. 


Aus (1) ergiebt sich unmittelbar: 
(3) ITA TE Edzes 0; 
wo die Integration auf der zEbene hinerstreckt sein kann über 
eine beliebige in sich zurücklaufende Curve, und wo m,n irgend 
zwei beliebige (gleiche oder verschiedene) Zahlen vorstellen. 
Ebenso ergiebt sich aus (2), dass die analoge Formel 
(4) For): 0°) 6, 
gültig sein wird, sobald a in sich zurücklaufende Integrations- 
Curve ein Gebiet umgrenzt, welches den Unstetigkeitspunet O 
der Funectionen O nicht in sich enthält. Beachtet man aber, 


dass das Integral 
dz 
zP z4’ 3 


hinerstreckt über einen um jenen Punct O beschriebenen Kreis, 
verschwindet, sobald p, g positive ganze und von O verschie- 
dene Zahlen sind, so ergiebt sich mit Rücksicht auf die in (2) 
angegebene allgemeine Form der Functionen O augenblicklich, 
dass die Gleichung (4) an die eben gemachte Beschränkung nicht 
gebunden ist, dass sie vielmehr, ebenso wie (3), gültig sein wird 
für jede beliebige in sich zurücklaufende Integrations-Curve y 


*) Streng genommen, muss vorausgesetzt werden, dass die Inte- 
grations-Curve den Punct O nicht berührt, weil sonst der Ausdruck 
unter deñ Integral unendlich gross werden würde in dem Augenblick, 
wo die Integration diesen Punct passirt. Dieselbe Voraussetzung wird 
auch noch späterhin in diesem § gemacht werden. Sie liegt so deut- 
lich zu Tage, dass ihre jedesmalige Erwähnung überflüssig erscheint, 


Neumann, Theorie d. Bessel’schen Functionen, 3 
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Um endlich drittens die Integrale von der Gattung 
(5) F d 
zu untersuchen, gehen wir pei auf die Differential - Gleichun- 
gen. Setzen wir zur Abkürzung J” (z) = J und 0* (z) — 0, so 
lauten jene TR (Seite 5 und 13) folgendermassen : 


0 J 0J ; 
Jz + Ts Jz + (1 —5 J=0, 
6) 0 0 3. 20 2—1 
[4 NE 
ren ee 


und können, wie leicht zu übersehen, auch so dargestellt werden: 


j 02J 1- J m? 
| m tep E ah TE 
g 0 z0 1 x 
z z 
Sr ta EET E pa `) z0 — zgn. 


Hieraus ergiebt Ei wenn man die erste Gleichung mit 
— z0, die zweite mit J multiplieirt, und dann beide addirt: 
020 o ©? 1 9:0 0J 
(7 Pe z0 e) T z (7 Bei. 3a «0 z) + 


m?— n? 


+ —— 2/0 = 290), 


oder, wenn man zur Abkürzung J - êz Peg A 


Dr U setzt: 


oder wenn man mit z multiplieirt: 
zE + U+ mn) J0 = nd, 


oder, was dasselbe ist: 
(8) or + (m? — r?) JO = zgr d. 
Integrirt man diese Gleichung über eine beliebige in sich 
zurücklaufende Curve, so ergiebt sich: 
Bes (m? — n?) f JOdz NEA s 
Das Product z?g, ist (zufolge des Werthes von g, Seite 13) 
entweder = z, oder = n. Demnach ist z?°ga,J, ebenso wie J sel- 
ber, auf der zEbene überall ‚eindeutig und stetig, das über jene 
Curve hinerstreckte Integral f 2?9n Jdz also = 0. Somit verwan- 
delt sich die Gleichung (9) in 
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(10) (m? — n?) f JOdz = 0, 
oder ausführlicher geschrieben, in: 
(10. a) (m? — n’) SI") Onz da = 0; 
Hieraus folgt, dass 
(11) SI”) 0” (z)dz = 0 


sein muss, so oft die BA m, n verschieden sind. 

Zu untersuchen bleibt schliesslich noch der Werth des Inte- 
grales (11) für den Fall m = n. Nach den Definitionen von J” (z) 
und 0*(z), Seite 5 und 15, ist 


Ra ae 2 Ma Br 
J” (z) =m! + az? + br! + } 
2n IIn 
En 0” (2) BETET (1 T az? + ß2* Eo e), 
wo a,b, ... œ, P, .... Constante sind, auf deren Werthe es 
hier nicht weiter ankommt. Hieraus folgt durch Multiplication : 


&n J” (z) 0” (2) u A (+2 + Bir...) 


wo 4, B, .. . ebenfalls Constante sind. Integrirt man diese 
Gleichung über irgend eine in sich zurücklaufende Curve, so er- 


hält man 
En F J” (2) 0” (2) dz = $ n. 


Hieraus aber folgt, dass das Integral 
(12) &n f J" (z) Or (z)äz = 2 mi, oder = 0 
sein muss, jenachdem das von der Curve umgrenzte 
Gebiet den Punct O enthält, oder nicht enthält. Vor- 
ausgesetzt wird dabei, dass die Integration um dieses Gebiet her- 
umläuft in positiver Richtung. 

= Die einzelnen Ergebnisse in (3), (4) und (11), (12) können 

folgendermassen zusammengefasst werden. 

Versteht man unter $ eine auf der z Ebene in geschlossener 
Bahn und in positiver Richtung herumlaufende Integration, so gel- 
ten die Formeln: 


Te Peo, 
(13) f 9") pa (z)dz —=0, 
SI” = 0" (z)dz = k, 
wo m, n beliebige (gleiche oder verschiedene) Zahlen sind. 
9# 
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Wenn das von der Integrations-Curve umgrenzte Gebiet den 
Punct O nicht enthält, so ist jederzeit 


Sea 
Enthält aber jenes Gebiet den Punct O in sich, so ist 
er iiag oder == 0; 
ên 


jenachdem die Zahlen m, n gleich oder verschieden sind. 

Um jede Ungenauigkeit zu entfernen; ist schliesslich noch 
zu bemerken, dass einige der hier aufgeführten Formeln ungül- 
tig werden, sobald die Integrationscurve den Punct O berührt; 
wie sich solches sowohl aus der Beschaffenheit dieser Formeln, 
als auch aus ihrer Herleitung leicht erkennen lässt. Andere Aus- 
nahmefälle existiren nicht. 


$ 10. Recurrirende Eigenschaften der Bessel’schen Func- 
tionen erster und zweiter Art. 


Die Definitionen der Functionen J und O führen, wie so- 
gleich erläutert werden soll, zu folgendem merkwürdigen Satz. 
Für jedes beliebige n (ausgenommen n = 0) ist: 
ð J» (z) 
2 02 


= te) — Inte), 
(14. a) 

2 IN — nie) — til. 
Auf den Fall n = 0 sind diese Formeln schon desshalb nicht an- 
mwendbar, weil J"!(z) und O-!(z) ohne Definition geblieben sind. 
Diese Lücke findet ihre Ausfüllung in den Formeln 


a BR 
REP iR), 
a 20 %(2) 
Be u Az 
a = — O(a). 


In Bezug auf diese Relationen herrscht also zwischen den beiderlei 
Functionen J und O die vollständigste UVebereinstimmung. 


Die Relationen für die J lassen sich auf Grund der festge- 
setzten Definition: 


zn z2? z4 
le Te Glare arna ) 
mit solcher Leichtigkeit beweisen, dass ein näheres Eingehen . 
hierauf überflüssig erscheint, ` 
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Mehr Mühe macht der Beweis bei den 0. Was zunächst den 
Fall n = 0 anbelangt, so ergiebt sich die Relation (14.b) augen- 
blicklich aus den (Seite 14) gefundenen Werthen: 
1 


tt 


Um die den übrigen Fällen n > O entsprechende Relation (14. a) 

zu beweisen, gehen wir aus von der Formel 

(16) Or (2) = Zhnyp Aprz Pf, 

(welche Seite 14 besprochen ist). Aus dieser folgt: 
OR Eh AN, 

(17) ONFE = Diarr hart, 


00r(z 
== ) AR EA Zphntp ARE, 
Die Summationen Æ sind hier erstreckt über p = 1, 2,3, +++ - 00. 


In den drei Ausdrücken (17) sind die Coefficienten von 27? fol- 
gende: 
An-kp—1 AT , 
(17.a) Antp+ı Apr}, 
— (p— 1) uyp-ı Api 
Diese Coefficienten nun müssen, falls jene Ausdrücke (17) der 
Relation 
vor zZ 
2 CRO — O1 (a) — ntile) 
genügen sollen, von solcher Beschaffenheit sein, dass 


(16) R 2 (p — 1) Antp—1 2 Ang Auer: a Antoi Apr! 


ist. Die Indices der drei 4 (nämlich n + p — lLunda+p + 1) 
sind entweder beide gerade oder beide ungerade, die Grössen 4 
selber also von gleichem Werth; so dass die zu erfüllende Glei- 
chung sich reducirt auf: 


(17) — 2 (p—1) Apii = 47t — „er. 


Dass diese nun aber wirklich erfüllt wird, zeigt sich augenblick- 
lich, wenn man für die 4 ihre Werthe (Seite 14) substituirt. 

Von Bessel selber wurde bereits eine Relation entdeckt, wich- 
tig für eine recurrirende Berechnung der Functionen J. 
Er fand nämlich: 
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Für jedes beliebige n (ausgenommen n — 0) ist 
(18) 2n Pale) = nl) + mtl), 
eine Relation, welche auf den Fall n=—O schon desshalb nicht an- 


wendbar ist, weil J=!(z) ohne Definition geblieben ist. 

Von der Richtigkeit dieses Satzes kann man sich, mit Zu- 
grundelegung der Formel (15), durch eine einfache Rechnung 
leicht überzeugen. 

Subtrahirt man von der Relation (18) die in (14.«) aufge- 
stellte Relation: 

o ôI) = J”! (z) — J»+! (z), 
so .ergiebt sich: 


(19) E J» (z) — oe) __ Jrt1(z), 


Diese letztere Relation hat vor den früheren den Vorzug, dass 

sie nicht allein für n > O gilt, sondern auch noch gültig ist für 

n= 0. Denn für „= O verwandelt sie sich in 

OFEN. 
OR 

eine Formel, welche identisch ist mit (14. b). Somit können wir 

folgenden Satz hinstellen. 


(19. a) (), 


Für jedes beliebige n (inclusive n = 0) ist; 
(20) ee — e, 


eine Relation, welche je zwei aufeinanderfolgende der Functionen J 
miteinander verbindet. 

Bei den Functionen O Eigenschaften zu entdecken, welche 
denen in (18) und (20) analog wären, ist mir nicht gelungen. 
Die in diesem $ angegebenen Relationen sind für die Bessel’schen 
Funectionen erster Art, nämlich für die J, schon von Bessel sel- 
ber abgeleitet worden*), und zwar mit Hülfe einer Methode von 
bemerkenswerther Einfachheit, welche hier kurz angegeben wer- 
den mag. Die Formel (Seite 6): 

nt 


a Ei cos (no — z sin œ) do 


0 


*) ], c. Seite 31 und 34, 
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verwandelt sich, wenn man zur Abkürzung 


(21) U = no — z sin w 
setzt, in: 
7 
(22) JARN z J cos U do. 
T 
0 


Gleichzeitig wird alsdann: 


(23) Jete) — 


aj= 


fon (U — o) do, 
0 


ze 


(24) Pr eh cos (U + o) do 
0 


Nun ist, wenn man z als constant, und nur œ als variabel an- 
sieht (nach 21): 
d sin U = cos U dU = cos U (ndo — z cos œw do), 
und wenn man nun nach œ integrirt zwischen O und m: 
WZTR n 7 
[sin | Se fes Udo — z / cos U cos o do. 
0 e e 
Diese Gleichung verwandelt sich mit Rücksicht auf (21) und (22) in, 


O=nnJ"(z) — z | cos U cos œ do, 


und liefert daher: 
HLA 


(25) =} cos U cos a da—=" J” (z). 


Nun ist allgemein: 
2 cos U cos œ = cos (U— o) + cos (U + o), 
mithin: 


m n 
zf cos U cos w do = Ż J (050-0) + cos (U + o) )do 
ö v 
Hieraus folgt mit Rücksicht auf (23), (24), (25): 


(26) BE pila Pte) + IH), 
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Ferner ergiebt sich durch Differentiation der Formel (22) 
nach z: 


~ zt 
Jr z N a . . 
0 ze = Er sin U sin odo, 


0 
oder, was dasselbe ist: 


n 
2 nn = z f(os0—o)— osu+ a) do, 
ô 


also mit Rücksicht auf (23), (24): 
27) 22A — gaia) — JH (a), 
Die Formeln (26) und (27) sind aber identisch mit den in (14) 
und (18) aufgestellten Relationen. 

Ein noch anderer Weg zur Herleitung dieser Relationen ist 
von Anger*) eingeschlagen. Anger geht aus von den (Seite 7 
angegebenen) Entwicklungen der Ausdrücke cos (z sin œ) und 
sin (z sin o). 


Zweiter Abschnitt. 


Entwicklung nach Bessel’schen Funetionen. 


$ 11. Convergenz gewisser Reihen, deren Glieder durch 
Bessel’sche Functionen ausgedrückt sind. 


Wir bezeichnen mit RP und Ar? folgende Reihen 


(1) R” — = En J” (æ) O”(y), 
"5 Jaa) 34O” (y) 
(2). E oa ” VOR öya ’ 


und werden untersuchen, wie die Argumente x, y beschaffen 
sein müssen, damit diese Reihen convergent sind. 


*) Anger: „Untersuchungen über die Functionen H; mit Anwen- 
dungen auf das Kepler’sche Problem.“ Danzig. 1855, Seite 2—5. 
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Wir beginnen mit der Ableitung eines Hülfssatzes. Ist eine 
Function f(z) auf der zEbene eindeutig und stetig innerhalb eines 
beliebig gegebenen Kreises, und ist c irgend ein Punct inner- 
halb dieses Kreises, so wird nach der CGauchy’schen Formel 
(Seite 1) 


(8) fà = z | EZ 


2rmi z—c 


sein, wo die Integration positiv hinerstreckt zu denken ist um ` 
den Kreis. Hieraus folgt durch pmalige Differentiation nach c: 


dv f(c) ° f(z) dz 
PT a: a (=e) r+ 


(4) 


Zum Puncte c wollen wir gegenwärtig den Mittelpunct des 
gegebenen Kreises nehmen. Setzen wir gleichzeitig, was die 
Randpuncte z anbelangt: 

z — c = oe”, 
mithin 

dz — 0e Vdo; 

wo ọ den Radius des Kreises repräsentirt, so verwandeln sich 
die Formeln (3), (4) in folgende: 


6) EE A 
(6) ern Fa = TEK G pi? d9. 


Mit Hülfe des bekannten Satzes, dass der Modul einer Summe 
kleiner ist, als die Summe der Moduln: 


moutvtm+t--.) < mou + moov + mô w + ----, 
ergiebt sich nun aus der Formel (6): 

mod ee < 2; gik u, mod ( f(z ae), 
oder weil mod e~r’? — 1, und mod ( = d# ist: 


M mon SS _ ir F mod fle) - dë: 

Repräsentirt die Constante M den grössten Werth, welchen 
moô f (z) innerhalb des gegebenen Kreises besitzt, so wird die 
rechte Seite der vorstehenden Formel, wenn man moô f (z) durch 
jene Constante M ersetzt, noch weiter vergrössert werden. Um 
so mehr also wird 


— ‘ 
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(8) mo < zz J "%9, hiak 


sein. Also: 


Ist f(z) innerhalb eines um den Punct c mit dem Radius ọ be- 
schriebenen Kreises eindeutig und stetig, und ist M das Maximum 
ihres Moduls innerhalb des Kreises, so ist jederzeit 

fe — Ir 
(9) mod nrp <s = M. 
-Dieser Satz wurde schon von Cauchy aufgestellt”). 
Wenn ich die Begründung eines schon bekannten Satzes hier von 
Neuem dargelegt habe, so ist es nur geschehen, um die unbe- 
dingte Zuverlässigkeit desjenigen Fundamentes vor Augen 
zu führen, auf welches die nachfolgende Untersuchung basirt 
sein wird. 

Sind x, y zwei beliebig gegebene complexe Grössen, also 
irgend zwei gegebene Puncte auf der zEbene, so sind (Seite 
5 und 15) die Bessel’schen Functionen J*(x), 0”(y) dargestellt 
durch die Formeln: 

n ch A ER a‘ penaa PEOR. 

PN (1 2. ont rt 3 24m F npe int.) 
(10) 

N EEE SEE A E EEA 

i 0”(y)= yn (1 y ET AE E ESE $ in.). 
Hier steht N zur Abkürzung für die Zahl 2”IIn. Die rechte Seite 
der ersten Formel repräsentirt eine ins Unendliche fortschrei- 
tende Reihe, die der zweiten Formel hingegen einen Ausdruck, 
der bei einem gewissen Gliede abzubrechen ist. Solches soll 
angedeutet werden durch die zugesetzten inf. und fin. 

Mit Rücksicht auf den Satz, dass der Modul der Summe klei- 
ner ist.als die Summe der Moduln, ergiebt sich nun aus (10): 

rn . x4 i 

mod J" (x) < xU +z rt + inf. ) 
an? 

moden) <a lit + 

a sn 2-2n— 2-4-2n—2-2n—4 Bi 


*) Briot et Bouquet: Th. des fonctions doubl. périodiques. Paris 
1859. Seite 44. 
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wo œ den Modul von x, und ß den von y.repräsentirt. Die 
rechten Seiten dieser Formeln werden, wenn man die in den 
einzelnen Gliedern vorhandenen Nenner verkleinert, noch wei- 
ter vergrössert. Um so mehr ist also: 


mod J" (2) < -E (1 F = + 5 F Er + if. ). 
(12) 4 | 
mod &nO”(y) < ge (1 BY £ + f; $ sA = fin. ): 


In der zweiten Formel endlich wird der Ausdruck rechts gegen- 
wärtig noch weiter vergrössert werden, wenn man seine Glieder 
nicht abbrechen, sondern (ebenso wie die in der ersten Formel) 
ins Unendliche fortlaufen lässt. Hierdurch ergiebt sich: 


mod J” (x) < S gre 
(13) 


mod &,0"(y) < sm eßP, 


Wir beschreiben auf der zEbene um jeden der beiden ge- 
gebenen Puncte x, y einen Kreis vom Radius ọ. Innerhalb des 
einen Kreises sind alsdann das Maximum und Minimum von mod z 
repräsentirt durch « + ọ und œ — go. Desgleichen sind das 
Maximum und Minimum von moô z innerhalb des andern Kreises 
repräsentirt durch ß + ọ und ß— og. Zufolge der Formeln (13) 
wird daher das Maximum von moô J”(z) innerhalb des um æ be- 
schriebenen Kreises kleiner sein als 


er ela+ga-+9): 


und andererseits das Maximum von mod s, 0” (z) innerhalb des 
um y beschriebenen Kreises kleiner sein als 


N 
eBt) 
Bor eP toeo), 
Hieraus aber folgt durch Benutzung des vorangestellten Hülfs- 


satzes (9) augenblicklich: 


Done) _ Up (ete) apeere 
moo er a a ae: ele-+g)(c-+Q), 
(14) 
09 O” (y) I, N 
MEET DET IR 8 aan etoeto, 
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Anwendbar ist indessen jener Hülfssatz nur auf Functionen, welche 
innerhalb des gerade betrachteten Kreises eindeutig und stetig 
sind. Für die Gültigkeit der ersten Formel (14) resultirt hier- 
aus keinerlei Beschränkung; denn die Function J” (z) ist auf der 
zEbene allenthalben eindeutig und stetig (Seite 17). Die 
Function 0” (z) hingegen ist auf der zEbene unstetig im Puncte 
0; die zweite Formel (14) wird demnach nur dann gültig sein, 
wenn der um y beschriebene Kreis jenen Unstetigkeitspunct O 
nicht in sich enthält. 


Bisher waren die Puncte x, y auf der zEbene beliebig 
gegeben gedacht. Fortan wollen wir annehmen, der Punct «æ 
liege dem Anfangspunct O näher als der Punct y, also anneh- 
men, dass mod x < mod y, oder (was dasselbe ist) dass 


(15) a <$ 
sei. Gleichzeitig mag der Radius ọ der um æ und y beschrie- 
benen Kreise so gewählt gedacht werden, dass 
(16) a a Tanak Er 
ist, was dadurch zu erreichen ist, dass man ọ kleiner als E= 
macht. : 
Denken wir uns also durch die 

Puncte æ und z zwei concentrische 

BARS Kreise gelegt, deren Mittelpunct in 


Be CR, 0 liegt, so wird (nach 15) x auf 
dem kleineren, y auf dem grös- 
seren Kreise liegen. Denken wir 


uns ferner einen dritten concentri- 
schen Kreis, welcher zwischen jenen 
beiden liegt, und von jenen gleich 
weitentfernt ist, so wird dieser dritte 
Kreis (zufolge 16) von den beiden 
kleineren Kreisen, welche um æ 
und y mit dem Radius o beschrieben sind, weder geschnitten 
noch berührt werden. Der kleine Kreis um y kann unter die- 
sen Umständen den Punct O nicht in sich enthalten, so dass 
also der Anwendung der Formeln (14) auf den vorlie- 
genden Fall keinerlei Hinderniss entgegensteht. 
Multiplieirt man die beiden Formeln (13) mit einander, und 
summirt man das so erhaltene Product über die Zahlen 
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n—=0, 1, 2, 3, ....00, so erhält man: 


NZR an 


(17) ipi (e. TARA orty) ) < e@utßß, N 
n=0 - n=0 PrI 

Zufolge (15) ist die Reihe rechts convergent, die Reihe links also 
ebenfalls. Hieraus aber folgt sofort, dass die in (1) zur Unter- 
suchung vorgelegte, mit R® bezeichnete Reihe ebenfalls 
convergent ist. Denn es ist ein bekannter Satz, dass eine 
gegebene Reihe jederzeit convergiren muss, wenn feststeht, dass 
die ihr entsprechende Modulreihe convergirt. 

Multiplieirt man ferner die beiden Formeln (14) miteinander, 
und summirt sodann wieder über n=0, 1, 2,3, -= œ, so 
ergiebt sich: 


nn OPIR (æ) 0920n (y) 
(18) E a se? ya ) 


5 He Ta etc + HPHNH, = en 
Zufolge (16) ist die Reihe rechts convergent, die Reihe links also 
ebenfalls. Somit ergiebt'sich, dass die in (2) mit RP? bezeich- 
nete Reihe ebenfalls convergent sein muss. 

So lange also « < ß, d. i. mod x < mod y ist, sind die 
Reihen R und RP? jederzeit convergent, ihre Werthe also- ste- 
tige Functionen von x, y. Als solche mögen sie bezeichnet 
werden mit R (x, y) und RP4 (x, y). 

Wir betrachten die beiden Functionen: 


(19) RY (æ, y) = E sn J” (æ) Only), 
(20) RU (x, y) = E en Z on), 


immer unter der Voraussetzung, dass mod æ < mod y ist. Da 
R” (x, y) eine stetige Function von æ, y ist, so gilt Gleiches 
-auch von ihren Ableitungen, z. B. von 
£ O ROO (x, 7 
(21) en 
Sind also æ und y gegeben (der Bedingung mod æ < mod y ent- 
sprechend), so werden die Ausdrücke (19), (20), (21) bestimmte 
endliche Werthe besitzen. 

Aus (19) folgt unmittelbar: 


SOn Zen,” SEI Pa) or), 
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wie klein die Grösse % auch "gewählt werden mag. Durch Ver- 
kleinerung von A können wir aber den Ausdruck links beliebig 
nahe an die feste Grenze (21), und den Ausdruck rechts be- 
liebig nahe an die feste Grenze (20) heranbringen. Daraus 
folgt, dass diese beiden Grenzen untereinander identisch sind, 
dass also 


ORO (x, y) EPRE S 
23) a = 0 (e, g) 
ist. Ebenso wird sich nachweisen lassen, dass 

DRO (æ, ' 
ea) ee) 


sein muss. Und durch weitere Fortsetzung des angegebenen Ver- 
fahrens wird man, wie leicht zu übersehen, finden, dass allge- 
mein ; 
or+4 RO (x, y) > 

) ae Er ae q 
(25) er RP4 (x, y) 
ist. Die erhaltenen Resultate lassen sich folgendermassen zusam- 
menfassen. 


Sind x, y zwei complexe, der Beschränkung mod x < mod y 
unterworfene. Variable, und p, q beliebige Zahlen, so sind die Reihen 


NR 
2 €, (a) 0% (y), 
a0 
(26) 
"5. Pre) 0900 (y) 
A En ap dya 
jederzeit convergent, ihre Werthe also stetige Functionen von 
æ, y. Von diesen beiden stetigen Functionen kann die letztere da- 
durch erhalten werden, dass man die erstere pmal nach x und q mal 


nach y differenzirt, 


$ 12. Fortsetzung. Summation der betrachteten Reihen. 


Halten wir nach wie vor an der Beschränkung fest: mod & 
< mo y, und setzen wir: 


(27 a.) f = E e, (2) 0” (y), 
n=0 

oder kürzer ausgedrückt: 

276) f = E e PO", 
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so wird f eine stetige Function von x, y sein. Gleichzeitig 
werden alsdann, ebenfalls auf Grund des vorhergehenden Satzes, 
die Gleichungen stattfinden: 


of PS n=% oJn 


E Er Ot ——, 
- 0% n—0 k 0x 
(28) 
of — Er € J n 00n . 
on n—0 f oy 


Nach den recurrirenden Eigenschaften der Bessel’schen Func- 
tionen (Seite 20) und mit Rücksicht auf die eigenthümlichen 
Werthe der Constanten e: 


Eee 5 & = E =, =, —= EL EEE SE DR 
ist aber 
ðJ? i 
LRE VORE wi 
(29) 
0 
Ep 20; z= = 01, 
0y 
und ferner für jedes von O verschiedene n: 
ek 2 — kiorr w JAH, 
(30) 
En 00” = Or—1 er Or, 
0Y 


Substituirt man diese Werthe (29), (30) in die Formeln (28), so 


erhält man für of die Reihe: 
0x 


A y S -+ —) + 0? (J!— J’) + 08? (J2? — J’) T EEEETETT x 
und andererseits für Er die Reihe: 


— 701 + 11(00— 0%) + 72(0'— 0%) + O E 


Diese beiden Reihen bestehen, wie man sofort bemerken 
wird, aus genau denselben Gliedern, nur mit dem Unter- 
schiede, dass die Anordnung eine etwas verschiedene ist, und 
dass die Vorzeichen entgegengesetzt sind. Somit ergiebt sich 


of OR 
(31) Tee A 0. 
Aus dieser partiellen Differential- Gleichung folgt sofort, dass die 


Function f nur von dem einen Argument y„—x abhängen kann, 
also zu bezeichnen ist mit f(y—a.). 
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Die Formel (27) kann demnach gegenwärtig so geschrieben 
werden: 


(32) fy—a)= E sn I(aj Only). 


Die festgesetzte Beschränkung moô x < moô y erlaubt, æ gleich 
0 zu setzen. Nach der Definition der Bessel’schen Functionen 
(Seite 5) ist aber 

J’ (0) = 1, J!(0) = 3 (0) = PP)... = 0. 

Für den Specialfall c = 0 geht unsere Formel (32) demnach 
über in: 

f(u) = & O (y), 

oder, weil & — 1, und 0° (y) =} ist (Seite 14), in: 


(33) (W=-- 


Diese für ein beliebiges y erhaltene Gleichung bleibt richtig, 
wenn man dem y irgend welche Werthe, z. B. den Werth y—« 
beilegt. Hierdurch aber ergiebt sich: 


Bas ya) = 


Substituirt man diesen für f(y—x) gefundenen Ausdruck in (32), 
so gelangt man zu folgendem wichtigen Satz: 


y=" 


Sind x, y complexe, der Bedingung moð x < moô y unterwor- 
fene Variable, so kann der Bruch si in folgende Reihe entwickelt 


werden: 


(35) o 2 en Ple) On). 


Diese Entwicklung wird nämlich, so lange die Bedingung mod x < 
mod y erfüllt ist, jederzeit gültig*) sein. 

Gleiches gilt von allen denjenigen Entwicklungen, die aus der 
vorstehenden Formel erhalten werden durch (beliebig oft wiederhol- 
tes) Differenziren nach æ und y. 

Der hier angehängte Zusatz ergiebt sich unmittelbar durch 
Benutzung des vorhergehenden Satzes (Seite 30). 

Aus dem eben erhaltenen Resultat (35) ersehen wir, dass die 
Functionen O in der That derjenigen Anforderung entsprechen, 


*) Siehe die Randbemerkung auf Seite 4. 
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welche ursprünglich (Seite 9) an sie gestellt wurde, und welche 
damals auf einem sehr hypothetischen Misgei® zu ihrer Entdeckung 
hinleitete. 


$ 13. Entwicklung nach Bessel’schen Functionen 
erster Art. 


Auf der zEbene mag ein Kreis beschrieben sein um den 
Punct O0, und f(z) mag eine beliebig gegebene Function sein, 
welche innerhalb dieses Kreises eindeutig und stetig ist. Be- 
zeichnet man die Randpuncte des Kreises mit z, und irgend einen 
Punct in seinem Innern mit c, so ist nach der Cauchy’schen 
Formel (Seite Be 


(1) a 


die Integration positiv hinerstreckt um den Kreis. Nach dem . 
vorhergehenden Satz und mit Rücksicht darauf, dass mod c < 
mod z ist, erhalten wir: 
B) = s Oe) J(e) + e, 01e) Jile) + 8 0 (2) Jle) H 
Die Bedingung mod c < mod z wird, weil z ein Punetm 
Rande des Kreises ist, erfüllt sein, so lange c innerhalb des 
Kreises bleibt (und nicht etwa hart an den Rand rückt). So 
lange also e innerhalb des Kreises sich befindet, wird die vor- 
stehende Entwicklung (2) gültig sein. 
Substituirt man den durch diese Entwicklung dargebotenen 


Werth von u in die Formel (1), so erhält man: 


(3) FO = a P(e) + a Ile) H a lHo $ 
wo. die ef œ folgende Werthe hahfa: 
(4) = 5. En z) On() dz, * 


die Integration positiv hinerstreckt um den gegebenen Kreis. 
Dass diese Entwicklung (3) gültig ist, so lange c innerhalb 
des gegebenen Kreises bleibt, unterliegt keinem Zweifel. Denn 
die in diesem Falle vorhandene Gültigkeit der Reihe (2) muss 
sich, wie leicht zu übersehen, übertragen auf die Reihe (3). 
Differenzirt man die Formel (3) pmal nach c, so ergiebt sich: 
or fle op J’ c op J! (e or J?-(c 
(5) O n + + + 


Neumann, Theorie d. Fe schen Functionen, 3 
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Fraglich ist indessen, ob die so erhaltene Entwicklung des 
p'” Differential-Quotienten von f(c) eine gültige ist. 

Die Formeln (1) und (2) können (was bei der einen unmit- 
telbar evident, bei der andern eine Folge des vorhergehenden 
Satzes ist) beliebig oft nach c differenzirt werden, ohne dadurch 
in ihrer Gültigkeit beeinträchtigt zu werden. Bei pmaliger Diffe- 
rentiation ergiebt sich: 


(6) re (ta 
OcP EOT A) (z—c¢) p+?’ 
I: or JO (c) op J! (c) 
(2) Ehen = (2) ae E &0' (z) a ER 
Hieraus aber folgt, wenn man in der ersten Formel für Em 


denjenigen Werth substituirt, welchen die zweite darbietet: 


dfl a Ile) ər J! (e) 


A a A. 


wo die Coefficienten ß folgende Werthe besitzen: 
4 5 

(9) :,23 Pan = 55; J f (z) 0” (z) dz. 
Die hier erhaltene Entwicklung (8) bleibt (ebenso wie die For- 
meln (6), (7), aus welchen sie entsprungen ist) gültig, so lange 
der Punct c im Innern des gegebenen Kreises liegt. Diese Ent- 
wicklung aber ist identisch mit der in (5), denn die Coefficienten 
ß in (9) sind identisch mit den Coefficienten œ in (4). Hiermit 
ist die vorhin angeregte Frage erledigt. 

Wir können die Resultate unserer Untersuchung so zusam- 
menfassen (den Buchstaben z ersetzen wir dabei durch c). 


Für jede Function f (z), welche innerhalb eines Kreises mit dem 
Mittelpunct O eindeutig und stetig bleibt, existirt eine Entwicklung: 


10) f(g =m Iz) +, (2) +, Ile) +... ---- i 
welche gültig ist für alle Puncte innerhalb des Kreises. 
Die Coefficienten «œ finden ihre Bestimmung durch die Formel 


41) a= sf: f (2) 0”(z) dz, 


die Integration positiv hinerstreckt um den Kreis. 


Jede solche Entwicklung (10) kann, ohne Beeinträchtigung ihres 
Gültigkeits-Gebietes, beliebig oft nach z differenzirt werden. 
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Sobald die Existenz einer gültigen Entwicklung von der 
Form (10) einmal nachgewiesen ist, kann man übrigens zu den 
Werthen der Coefficienten œ auch dadurch gelangen, dass man 
die Integral-Eigenschaften der Bessel’schen Functio- 
nen (Seite 19) in Anwendung bringt. Dieses Verfahren führt 
augenblicklich zu den in (11) bereits hingestellten Werthen, führt 
aber ausserdem (wie leicht zu übersehen ist) noch zu zwei Be- 
merkungen. Erstens ergiebt sich nämlich, dass die bei Berech- 
nung der «œ auszuführende Integration (11) hinerstreckt werden 
kann über eine beliebige geschlossene Curve, welche in- 
nerhalb des gegebenen Kreises liegt, und ein den Punct O ent- 
haltendes Gebiet umgrenzt. Zweitens ergiebt sich, dass eine 
Entwicklung von der Form (10) bei jeder gegebenen Function 
f(z) immer nur auf einerlei Art bewerkstelligt werden kann. 


$ 14. Entwicklung nach Differential-Quotienten der 
Bessel’schen Functionen erster Art. 


Es sei wiederum ein Kreis gegeben, der in der zEbene um 
den Punct O herumläuft. Ist f(z) oder f innerhalb des Kreises 
eindeutig und stetig, so repräsentirt das vom Puncte O in belie- 
biger Bahn fortgehende, in seiner Bewegung jedoch auf den ge- 
gebenen Kreis beschränkte Integral 


| fdz 
0 


eine von z abhängende Function, welche ebenfalls innerhalb des 
Kreises überall eindeutig und stetig ist*). Nun ist Er. Dem- 


gemäss können wir uns auch so ausdrücken. Ist f innerhalb des 
Kreises eindeutig und stetig, so existirt jederzeit eine andere, 
mit denselben. Eigenschaften behaftete Function 9, welche zu f 


in der Beziehung steht > = f. Nehmen wir nun statt f, so 


ergiebt sich die Existenz einer dritten mit jenen Eigenschaften 
behafteten Function %, welche zu œ in der Beziehung steht 


z- = 9, U. s. w. Demgemäss gelangen wir zu folgendem Satz. 


*) Vergl. meine „Vorlesungen über Riemann’s Th. der Abelschen In- 
tegrale‘‘ Seite 335. 
g# 
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Ist die Function f (2) innerhalb des gegebenen Kreises eindeutig 
und stetig, so existirt jederzeit eine andere mit denselben Eigenschaf- 
ten behaftete Function F (z), welche zu jener in der Beziehung steht: 


(12) è SEPEN S: 

Durch Anwendung des vorhergehenden Satzes (Seite 34) auf 
die neue Function F(z) erhalten wir eine Entwicklung 
(15) F(z) = a (z) + œ J! (2) + a Ph) tr , 
welche gültig ist für alle Puncte z des gegebenen Kreises, und 
welche in ihrer Gültigkeit keine Beeinträchtigung erleidet durch 
beliebig oft wiederholtes Differenziren. Demnach gelangen wir 
durch p malige Differentiation zu einer Formel: 

op F op JO LAE 

1) ro = te te 
durch welche die ursprüngliche RO f(z) in gültiger 
Weise entwickelt wird nach den pte Differential- Quotienten der 
Bessel’schen Functionen. Wir haben somit folgenden Satz: 


Versteht man unter p eine beliebig gegebene positive ganze Zahl, 
so wird für jede Function f(z), welche innerhalb eines Kreises mit 
dem Mittelpunct O eindeutig und stetig bleibt, eine Entwicklung exi- 


stiren: 
0P J (z op J! or J? 
(15) f(z) = % a) -+o nn +0, 


welche gültig ist für alle Puncte innerhalb des Kreises.*) 


(2) ERS i 


zP 


$ 15. Entwicklung nach Bessel’schen Functionen erster 
und zweiter Art. 


Auf der zEbene sei gegeben eine ringförmige Fläche, be- 
grenzt von zwei concentrischen Kreisen, deren Mittelpunct in O 


*) Auf Grund der Seite 4 angegebenen Sätze, namentlich auch auf 
Grund des Thome’schen Satzes, und durch Benutzung einer Methode, die 
vollständig analog ist der eben angewendeten, gelangt man zu einem ähn- 
lichen Satz in Betreff der Kugelfunctionen, welcher so lautet: 

Versteht man unter p eine beliebig gegebene positive ganze ‘Zahl, so 
wird für jede Funetion f(z), welche eindeutig und stetig bleibt innerhalb 
einer Ellipse mit den Brennpuncten z = + 1, eine Entwicklung existiren: 

2 

f (2) = % oe ta) La yl rao re MIO (a E K 
welche gültig ist für alle Puncte im Innern der Kiai und in welcher die 
œ constante Coefficienten sind, 
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liegt; ferner sei f(z) eine beliebig gegebene Function, welche auf 
dieser Fläche überall eindeutig und stetig ist. Ist c irgend ein 


zu der Fläche gehöriger Punct, so erhalten wir (Seite 1): 


1 z)d 
(1) rasia E 
oder in genauerer Darstellung: 
1 d 1 il dz 
(2) f(e) = 2 rÙ En Z 7 GET. Fo) 


z—C 2 mi z—c 
i 


wo die Integrationen am Rande der Fläche in positiver Richtung 
hinlaufen, die erste am äussern, die zweite am innern Rande 
(wie solches angedeutet wird durch die Suffixe a und i). Die 
Richtungen der beiden Integrationen sind daher (vergl. die Aus- 
einandersetzung auf Seite 1) untereinander entgegenge- 
setzt. Um beide Richtungen untereinander gleichlau- 
fend zu machen, ändern wir bei dem zweiten Integral das 
Vorzeichen. Diese Aenderung des Vorzeichens bewerkstelligen wir 
dadurch, dass wir in jenem zweiten Integral den Nenner z—c 
umändern in c—z, und erhalten alsdann: 


(3) f(c) ais 6 f (z) dz mu T dz. 


2mi z—cC 2mi c—z 
X a 


Die erste Integration geht nun nach wie vor am äussern 
Rande positiv herum; und die zweite am innern Rande ist mit 
der ersten gleichlaufend. Kürzer ausgedrückt: Beide Inte- 
grationenin (3) laufen positiv herum um den Punct 0. *) 

Für das erste Integral in (3) ist mod c < mod z, also (zu- 
folge des Satzes Seite 32): 
=) + MILE) + e Pe) Pe) + 
Für das zweite Integral hingegen ist mod z < mod c, mit- 
hin (zufolge eben desselben Satzes): 


6) NH ++ 


*) Betrachtet man einen Punct als eine unendlich kleine Kreisfläche, 
so wird eine (in grösserer oder geringerer Entfernung) um den Punct lau- 
fende Bewegung positiv genannt, sobald sie in gleichem Sinne stattfindet 
mit einer positiven Umlaufung jener kleinen Kreisfläche, Vergl, meine 
„Vorlesungen“ Seite 72. 
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Durch Substitution dieser Entwicklungen (4), (5) in die For- 
mel (3) ergiebt sich: 


(6) Fee e O E a I a Tl) + E 
+ bo O (e) + BO!) + B le) Hoe ; 


wo die Coefficienten «, ß folgende Werthe haben: 


En 
(7) a= ga f ro 0” (z) dz, | 2)J"(z) dz, 


die Integrationen ebenso hinerstreckt, wie bei (3) angegeben. 

Die Entwicklungen (4), (5) sind (Satz Seite 32) jederzeit 
gültig, so lange c im Innern der gegebenen ringförmigen Fläche 
bleibt (und nicht etwa hart heranrückt an ihren äussern oder 
innern Rand). Gleiches gilt daher auch von.der Entwicklung (6). 
Ausserdem ist zu bemerken, dass diese Entwicklung (6) bei wie- 
derholter Differentiation nach c in ihrer Gültigkeit nicht beein- 
trächligt wird, wie sich solches leicht durch eine Betrachtung 
erweisen lässt, ähnlich derjenigen auf Seite 34. Wir gelangen 
somit zu folgendem Satz: 

Für jede Function f (2), welche eindeutig und stetig ist auf 
einer von zwei concentrischen Kreisen mit dem Mittelpunct O be- 
grenzten ringförmigen Fläche ewistirt eine Entwicklung: 


(8) f(e) = o I? (2) + a Je) HT) H----- 
+e) +e le) + eR Hn. 
welche gültig ist für alle Puncte jener ringförmigen Fläche. 


Die Coefficienten «, B finden ihre Bestimmung durch die For- 
meln: 


(9) = [fe 0” (z) dz, pra f rO z) J” (z) dz, 


wo die Integrationen, am äussern und innern Rande der Fläche hin- 
laufend, eine positive Bewegung haben um den Punct 0. 

Jede solche Entwicklung (8) kann, ohne Beeinträchtigung ihres 
Gülligkeits-Gebietes, beliebig oft nach z differenzirt werden. 


Die Formeln (9) sind eigentlich überflüssig. Denn sobald die 
Existenz der Entwicklung (8) nachgewiesen ist, kann man die in 
ihr enthaltenen Coefficienten «œ, 8 unmittelbar bestimmen durch 
Anwendung der Integral-Eigenschaften der Bessel’schen 
Functionen (Seite 19). Bei dieser Methode der Coefficientenbe- 
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stimmung ergiebt sich, dass die Integrationen in den Formeln (9) 
nicht nothwendig gebunden sind an die beiden Randcurven, dass 
sie vielmehr ebensogut auch hinerstreckt werden können über eine 
beliebige geschlossene Gurve, welche innerhalb der gege- 
benen ringförmigen Fläche liegt und ein den Punct O enthalten- 
des Gebiet umgrenzt. Ferner ergiebt sich aus jener Methode, dass 
eine gegebene Function f(z) in eine Reihe von der Form (8) 
immer nur auf einerlei Art entwickelt werden kann. 


§ 16. Beispiele für die Entwicklung nach Bessel’schen 
Functionen erster und zweiter Art. 


Eine positive ganze Potenz von z ist auf der zEbene überall 
stetig, also zufolge des Satzes (Seite 34) darstellbar durch eine 
nach den J” (z) fortschreitende Reihe, welche auf der zEbene 
allenthalben gültig bleibt. Mit Hülfe jenes Satzes gelangt 
man, was die geraden Potenzen anbetriflt, zu folgenden Re- 
sultaten: 

1 = JI? (z) +27) +2 2) +2 J! (z2) +2 Id) + $ 

HSN hn N 
(1) z4 = 2 Z(n—2) nn (n+ 2) J” (z), 

2 = 2 E(n—4) n—2) nn (n +2) (n +4) J”(z), 
wo- die Summationen Æ hinzuerstrecken sind über die Zahlen 
n—=0, 2, 4, 6, 8, ::-- œ. Andererseits erhält man für die 
ungeraden Potenzen die Formeln: 

2 a2 nd), 

z2? = 2 X (n—1)n (n+ 1) J” (z), 

2) 25 = 2 X (n—3) (n— 1) n (n + 1) (n +3) J” (z), 
n— Ə) (n— 1) n (n + 1) (n + 3) (n+5) J” (z), 


e a TT C AAFS AA EFT DE RE T a EO EL ET Ir 


R 

l 

D 

x 

l 
oo 


wo die Summationen Æ hinlaufen über n = 1; 3, 5, T, -: - : o. 
Diese Entwicklungen (1) und (2) sind also gültig für 
' jeden beliebigen Werth von z, gültig für sämmtliche 
Puncte der zEbene.*) 

Eine negative ganze Potenz von z ist auf der zEbene überall 


*) Die erste der Formeln (1) und die erste der Formeln (2) sind iden- 
tisch mit den auf Seite 7 gefundenen Formeln (6. a, b). 


www.rcin.org.pl 


40 Zweiter Abschnitt. Entwicklung nach Bessel’schen Funct. 


stetig, ausser im Puncte O, und muss daher (zufolge des Satzes 
Seite 38) darstellbar sein durch eine nach den J” (z) und 0*(z) 
fortschreitende Doppelreihe, und zwar durch eine Doppelreihe, 
welche auf der zEbene, mit Ausnahme des Punktes O, überall 
gültig bleibt. Bestimmt man die Coefficienten dieser Reihe durch 
die (Seite 38) gegebenen Formeln, so findet man, dass die Coef- 
ficienten der J”(z) sämmtlich verschwinden, und dass anderer- 
seits die Coefficienten der 0”(z) nur bis zu einem gewissen Range 
hin Werthe besitzen, später aber ebenfalls verschwinden. Man 
erhält daher für jede negative ganze Potenz von z ein gewisses aus 
den 0” (z) zusammengesetztes Aggregat. Setzt man zur Abkürzung 


(3) T = m 
so ergeben sich für die geraden Potenzen folgende Formeln: 
re 20 0, 
z—4 = 20,012) + 20 02), 
(4) 27° = 203 0! (z) + 20,0) + 200 0 (2), 
(2) + 20% 0°) + 20,5 0°(2) +2 Cor 0° (2), 


DE a e, OTE ET ABER a Fra ie Tre, a VE Te BE ER 


di del, 0? (z) + 20,, nk 


+ 20, 0%(2) + 20,0 Se) 2 Cog 0° (z), 


195 

+ 

d9 

S 
= 

Z 

2 


U WARE Me a Day HERE Er NT Tuer pr DL EEE ah = 5 > ur Wu he VE: Dan Fl, Sage? Teer BT 2 Yale ET ee SEE Vera Eu er tee 27 


Am leichtesten gelangt man übrigens zu diesen Darstellungen (4), 
(5) dadurch, dass man ausgeht von der (Seite 32 gefundenen) 
Entwicklung: 

1 


= = 3 Sa JA OOA 
welche gültig bleibt, so lange . A c < mod z ist. Differenzirt 
man diese Formel wiederholt nach c, und setzt dann jedesmal 
c—=0, so erhält man successive die Werthe von 2-1, 22, 23, 
we 
Als weitere Beispiele für die Entwicklung nach Bessel’schen 
Functionen mögen noch folgende Formeln angeführt werden: | 
cos z = J? (z) — 2 J?(z) + 27t (z) — 236 (z2) + ----- ; 
(6) sin z = 2J! (z) — 2P(z) + 275 (z) — 2J" (z) + ------ 
DPlee+zj= D (e) J? (z) — 2J! (e) J! (z) + 2I?(e) J? (z) — 
2P) + ----- ; 
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wo in der letzten c eine beliebige Grösse repräsentirt. Diese 
Entwicklungen (6) sind gültig für beliebige Werthe 
von z, also gültig für sämmtliche Puncte der zEbene. 


Dritter Abschnitt. 


Die Bessel’sche Differentialgleichung. 


$ 17. Die zur Bessel’schen Function J’ complementäre 
Function F°’. 


Die Function J’ (z) oder J?’ ist (Seite 5) eine. particuläre 

Lösung der Gleichung 
OF 1 OF 

deren linke Seite zur Abkürzung bezeichnet sein mag mit [F]. 

Es sei Y’(z) oder Y°’ die andere particuläre Lösung die- 
ser Gleichung. Um Y° zu finden, setzen wir nach bekannter 
Methode: 
(2) Pr Ju 
und erhalten dann für U die Gleichung: 


1 2 0JN OU U 
(i T Pia + Be 


Hieraus folgt, wenn man mit . dividirt und integrirt: 


log z + 2 log J} + log = = Const. 


oder: 
z JOJO ð U = eConst. 
02 : 


oder, wenn man die willkührliche Const. gleich O nimmt: 
0.0.2.4. 3 
z zP 

U selber ist daher dargestellt durch das unbestimmte Integral; 
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Substituirt man diesen Werth in (2), so erhält man die gesuchte 
zweite particuläre Lösung 


“de 
8) vor (en 
Nun ist (Seite 5): 


z2 
4) P=1— > 


z4 26 
2.2 + 2.424 2-4-6.2.4-6 i 


Hieraus folgt: 
1 


(5) Rz li +4 + BA 4 + SCHE ): 
wo 4, B, C, »-»- Zahlen sind, die sich bei einiger Geduld leicht 
berechnen lassen, indessen kein sehr einfaches Gesetz befolgen. 
“"Substituiren wir den Werth (5) in die Formel (3), so erhalten 
wir: 

ar zt ge 
(6.0). Fler (ERBETEN diesen )- 


oder, wenn wir den zweiten Theil dieses Ausdrucks mit Æ° þe- 
zeichnen: 
(6. b) Y! = "logz + 2°. 

E? ist das Product zweier unendlichen Reihen, deren eine 
J? selber ist. Jede von diesen Reihen läuft fort nach positiven 
ganzen Potenzen von z. Demnach steht zu vermuthen, dass Æ° 
eine Function sein werde, welche auf der zEbene eindeutig und 
stetig ist*). Ist solches der Fall, so muss EP entwickelbar sein 
in eine nach den J”(z) fortschreitende Reihe (zufolge des Satzes 
Seite 34). Auch werden alsdann in dieser Entwicklung nur die 
geraden J”(z) vorkommen können, weil jede der beiden Rei- 
hen, aus denen Æ’ besteht, nur gerade Potenzen von z enthält. 

So werden wir dahin geführt, für die zweite particuläre Lö- 
sung Y° folgenden Ansatz zu versuchen: 
T) Y= loge pe P HBP Hy HIT H 
Zu untersuchen ist also, ob die «œ, ß, y, ð, +--+- der Art be- 
stimmt werden können, dass diese Reihe der Differentialgleichung 
(1) Genüge leistet, und zweitens, ob die so entstehende Reihe 
brauchbar, d. h. convergent ist. 


*) Mit Bestimmtheit lässt sich hierüber einstweilen noch nicht urthei- 
len, weil wir mit der Natur der einen in Æ’ als Factor auftretenden Reihe 
unbekannt sind, und nicht wissen, ob dieselbe convergirt, oder auf wel- 
ches Gebiet ihre Convergenz beschränkt ist. 
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Bildet man den in (1) angegebenen Ausdruck 
Tu 17 ar 
(8) [F] = za t EF 


ra 
für die Function F = J’ log z, und beachtet man dabei, dass 
J’ selber der Gleichung (1), d. i. der Gleichung [J°] = 0 Ge- 
nüge leistet, so erhält man: 


G hg] = £ 7, 


Um ferner jenen Ausdruck [F] für die Function F=J” zu 
erhalten, bemerken wir, dass diese Function (nach Seite 5) Ge- 
nüge leistet der Differential-Gleichung : 

Jn 1 ðJ” n? 

e a N 
Die linke Seite dieser Gleichung ist aber identisch mit [J”]. Wir 
erhalten daher: 


(10) = 5 m. 


Hieraus folgt für n =0: 
(11.a) [7°] S0 
und andererseits für n > 0, mit Rücksicht auf die recurriren- 
den Formeln (Seite 22): 


(11.5) a ee 3 (rl + +), 


Endlich ergiebt sich aus (9), mit Rücksicht auf die Differential- 
Formeln (Seite 20): 


(i.e) get. 


Zufolge unseres Ansatzes (7) ist 
(29) [F ]=[logz] +e] HB) +++ 


also mit Benutzung der in (11. «,b,c) gefundenen Resultate: 


m=-r+2n4n 
2 
+ ŽI) 
(13) + y4) 


> 
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Soll nun Y°’ eine particuläre Lösung der Differential - Gleichung 
(1) sein, also Genüge leisten der Glächung [F°] = 0, so muss 
der vorstehende Ausdruck verschwinden. Solches aber geschieht 
in der That, sobald man die Coefficienten £, y, Ò, & ++ +-+ den 
Relationen 
—2+ß=0, 1P+2y=0, 2y + 30—00, 30 +40, etc. etc. 
unterwirft, d. i. sobald man für jene Coefficienten folgende Werthe 
wählt: 
(14) 2—= + ß = — 2y = +30 = — 4e =+ 5¢ EIN 

Substituirt man diese Werthe (14) in (7), so wird: 
(15) F? = IP logz t aJt + 

MEN E a GE, TE”, S REA 
+2 (77 int Pp— 14 ): 

So haben wir für die zweite particuläre Lösung der vorge- 
legten Differential- Gleichung (1), durch Benutzung der Functio- 
nen J”, eine nach einfachem Gesetz fortschreitende Reihe gefun- 
den. Dass diese Reihe stets (und zwar ziemlich stark) conver- 
girt, unterliegt-keinem Zweifel. Um sich davon zu überzeugen» 
braucht man nur einen Blick auf die früher für z, z?, 2°, ---- 
gefundenen Entwicklungen (Seite 39) zu werfen, die nicht ab- 
nehmende, sondern wachsende Zahlencoefficienten enthalten, und 
(wie strenge bewiesen ist) trotzdem convergent sind. 


In dem für F° erhaltenen Werth (15) ist der Coefficient «œ 
willkührlich geblieben, was a priori zu erwarten stand, weil die 
mit œ multiplicirte Function J’ schon an und für sich eine Lö- 
sung der gegebenen Differential-Gleichung ist. Der Einfachheit 
willen setzen wir œ = 0. Das so erhaltene Resultat mag, mit 
Rücksicht auf unsere ferneren Untersuchungen, folgendermassen 
formulirt werden. 


Die beiden particulären Lösungen der Differential - Gleichung 


0?F 1 


F 
(16) ma +t T40, 


sind dargestellt durch die Bessel’ sche Function J?, und durch eine 
gewisse andere Function Y". Diese letztere wird repräsentirt durch 
das Aggregat: 

(17) y'= P +, 

wo L’ und E’ folgende Bedeutungen haben: 
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MR" I logz, 
(18) 


a E E E aE 
m=2(77 de E a i 
EP ist hier dargestellt dur:h eine stets convergente Reihe, und ist da- 


her eine Function von z, welche auf der z Ebene allenthalben ein- 
deutig und stetig bleibt.*) 


Die vollständige Lösung der Differential-Gleichung (16) 
wird lauten a 
AJ’ + BY", 
wo A, B willkührliche Constanten sind. 


$ 18. Die Function F°’ ausgedrückt durch ein bestimmtes 
: Integral. 


Für ein gerades n, also für n = 2p haben wir (Seite 6) ge- 
funden : 


n 
(19) JEPS / a cos 2po dw. 
: 
Substituiren wir diese Werthe der Functionen J?? in die für Z° 
gefundene Reihe (18): 
(20) TE ee) A a 
y= p 
so erhalten wir: 


(21) m a cos A sin @®) N 2 Dr eos ee ea 
r—=1 
oder, was dasselbe ist: 
n 
(22) E — lim. (2 (= sin o)” 2 (—e)P cos 2 po \ do 
| g&l m p=i1 p zi s 


*) Zu bemerken ist, dass Z° und Æ? den Gleichungen 
OF 1 er 
z2 Eh A T F= T E) 
Genüge leisten, wo das obere Zeichen zu nehmen ist bei Æ°, das untere 
bei 2°, 
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Nun ist bekanntlich: \ 
(23) log (1 + 2æ cos 2 w -+ a?) =log (1 + ae?te) + log (1 + ae), 


Br cos 2 po, 
N pE 
Durch Benutzung dieser Formel können wir dem Werthe von £’ 
(22) folgende Gestalt geben: 


\ 
\ 


zt \ 
(24) E° = lim. f en log (1 +24 cos 20 + a°) do, 


gai 


oder, wenn wir die Operation lim. wirklich ausführen: 


T 


m \ 
25) 20 / Be) log (4 cos?») do. 
0 


Nun ist nach (18): 
I = J} logz, 


oder wenn J® durch das bestimmte Integral (19) ausgedrückt 
wird: 


n 
(260) -mM == J sos (zein o) log z do. 


Es ist aber 70 — Z° + E°. Durch Addition der Formeln 
(25), (26) ergiebt sich daher für Y folgender Werth: 


zt 
(21): Eee 4 H cos (z sin œ) log (4z cos? w) dw. 


Andererseits ist nach (19): 


BI for z sin œ) do; 


Die vollständige Lösung der Gleichung (16) ist. 
F=AJ’ + BY’, 
wo 4, B willkührliche :Constanten sind, und nimmt daher bei 
Einsetzung der Werthe (27), (28) folgende Form an: 


29). Me T cos (z sin œ) (4 + B log (4z cos? w) ) da. 
0 


Führt man statt 4, B andere willkührliche Constanten ©, D ein, 
indem man setzt: 


www.rcin.org.pl 


Die Bessel’sce Differentialgleichung. 47 


At Blogs _ o B: op 
T TC 
so ergiebt sich: 
7 
(30) FF J cos (z sin œ) ( C + D log (z cos’o) ) do. 


0 
Somit haben wir in (27), (28) und (30) die beiden particu- 
lären und die vollsjändige Lösung der Differential - Gleichung 
(16) in Form bestimmter Integrale ausgedrückt. 
Zu der Formel (30) für die vollständige Lösung kann man 
übrigens auch gelangen durch Benutzung einer Untersuchung von 


Poisson, 
Poisson hat* für die partielle Differential-Gleichung ~- 


Z o? 10 
5 at at:n) 


in welcher ź, z die unabhängigen Variablen sind, und a eine 
gegebene Constante ist, folgende Lösung gefunden: 


(32) u= ((flecoso+ a) + Ffecoso+ aylog(esin?a)) do, 
ô 


wo f, F willkührliche Functionen sind. Nimmt man für diese 

Functionen die Function Cosinus, multiplicirt mit willkührlichen 

Constanten C, D, setzt man also (für ein beliebiges Argument «): 
fie) Ceos w; EaD e T 

so erhält man an Stelle von w folgende besondere Lösung: 


m 
U, = f oos (z cos œ + at) (c + D log (z sin?e) ) do. 
EN 


Da die Gleichung (31) nur das Quadrat von a enthält, so muss 
derselben auch dann Genüge geschehen, wenn man in U, die 
Constante «a mit — a vertauscht. Bezeichnet man die so entste- 
hende Lösung mit U,, so ist: 


n 
U, = f oos (z cos @ — at) Q + D log (z sin? o) ) do. 
0 
2s) Journal de l’école polytechnique. Cahier 19, Seite 227. Auch auf 
Seite 476 finden sich hierher gehörige Bemerkungen, die unsern Gegen- 


stand sogar noch näher betreffen, die leider aber mit sehr störenden 
Druckfehlern behaftet sind, 
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Da nun aber U, und U, Lösungen der vorgelegten Differential- 
Gleichung sind, so ist offenbar 4 (U, + U,) ebenfalls eine Lö- 
sung derselben. Bezeichnet man diese letztere mit U, so wird 


n \ 
(83y < U= coat) fose cos o) (e +9 log (z sin? o) ) do, 
0 
eine Formel, welche zur augenblicklichen Abkürzung so geschrie- 
ben werden mag: 


(33. a) U-== cos (að. J» (o) do 


Die Function % (œ) besitzt auf der Kreisperipherie (d. i. für die 
zwischen O und 2% liegenden Argumente œ) eine Werthenreihe, 
welche, den vier Kreisquadranten entsprechend, aus vier con- 
gruenten Abschnitten besteht. Sie verhält sich in dieser Hin- 
sicht ebenso wie etwa die Function cos?®. Demzufolge hat das 
Integral F: y (œ) do, mag man nun die Integration über die bei- 
den ersten Quadranten, oder mag man sie über den zweiten 
und dritten Quadranten hinerstrecken, in beiden Fällen ein 
und denselben Werth. D. h. es ist: 


[ro Fe do 


Hierdurch geht die Formel (33.«) über in 


U = cos (at). PG 


d. i., wenn man die eigentliche Bedeutung von y restituirt: 


ELA 
(84) U=cos(at). $ cos (zsin œ) (c +D log (z cosa) ) do. 
0 i 
Dieser Ausdruck U leistet also der Gleichung (31) Genüge. 
Substituirt man denselben in jene Gleichung, so zeigt sich, dass 
der mit cos (at) multiplieirte Factor: 


n 
(35) = [cos (z sin œ) (c+D log (z cos? w) ) do 
0 


Genüge leistet der Gleichung: 
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(36) Ar pE K Fro 


Jenes Y ist aber behaftet mit zwei willkührlichen Constanten C, 
D, und ist daher die vollständige Lösung dieser Gleichung, 
oder (was dasselbe) die vollständige Lösung der Gleichung 
(16). So sind wir hier zu genau demselben Resultat- ‚gelangt, wie 
vorhin in (30) auf ganz anderm Wege. 


$ 19. Die Functionen J’ und Y°’ für sehr grosse 
Argumente. i 


Die Differential - Gleichung 
(37) PE 1 eE PN 


x 
deren particuläre Lösungen J o Pi Y? (z) sind, kann (wie leicht 
zu übersehen) auch so dargestellt werden: 


(37. a) Fun) ra (1+ =) Fyz = 


Sie wird daher, falls z äusserst gross wird (mithin ä 


wl 

gQ 
& 

gQ 
7 
— 
ei 


vernachlässigt werden kann), übergehen in: 


Daraus folgt, dass jede der Differential - Gleichung (37) genügende 
Function F für den Fall eines äusserst grossen z dargestellt sein 
wird durch die Formel: 
Fyz = « cos z + f sinz, 

oder: 
(38) ke ae 
wo «, ß Constante sind. Solches muss also z. B. auch stattfin- 
den bei den Functionen JP(z), Y'(z). Also: 

Für ein äusserst grosses z sind die Werthe der Functionen 
J°(z), Y° (z) dargestellt durch die Formeln: 


Acosz+ Bsinz 


| he Be 
(39) 
k C cosz + Dsinż 
Fika TEE 
Vz 
Neumann, Theorie d. Bessel’schen Functionen, 4 
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wo A, B, C, D Constante sind.*) Die Functionen J?’ (z), Y(z) ver- 
schwinden daher, sobald man ihnen ein reelles Argument zuer- 
theill, und dieses ins Unendliche anwachsen lässt. 

Für J”(z), (Y”z) ergeben sich analoge Formeln, von denen in 
(39) nur verschieden durch andere Werthe der Constanten A, B,C, D. 


$ 20. Die zur Bessel’schen Function J” complementäre 
Function F”. 


Es mögen F und G zwei Functionen von z vorstellen, welche 


den Differential - Gleichungen - 
PEF LUON 2 

(1) ee pie ar er en =, , 
0° G 1.06 3 (n-+1)? 

A E 


Genüge leisten sollen. Wir werden zunächst ein einfaches Ver- 

fahren angeben, um @ zu ermitteln, falls F bekannt sein sollte. 
Durch die Substitutionen: 

6) Pf, 

(4) a. zer: 19 

ergeben sich für die adjungirten Functionen $ und © fol- 

gende einfachere Gleichungen: 


0°‘ 2n +1 0% 
(6) a. orte Bi 
0? 2 3 y 
(6) rer 20 O =o. 


Die Gleichung (5) geht, wenn man sie nach z differenzirt, 
über in: 


85 2nt1 98% 08 2n+1 0% 
(5.a) 3z? + 1297 PJ ar Pr RE E az" 


Andererseits kann die Gleichung (6) in die Form versetzt wer- 
den: 
x 0°(z6©) 2n-+1 2(:6 2n+ 1 
Ga 0 E ar 2 ri) 
Ein Blick auf die Gleichungen (5.a) und (6.a) zeigt, dass 
eine der letztern genügende Function © sofort gefunden werden 
kann, sobald eine der ersteren genügende. Function 3 bekannt 


*) Die Constanten A und Ż sind von Poisson (Journal de l’école po- 


lyt. Cahier 19, Seite 352) bestimmt worden. Es ist A = B =- 


vr 
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IR 
ist, zeigt nämlich, dass man zu diesem Zweck nur z © = 8, oder all- 


gemeiner 
0 X 
(7) © =K z 
zu machen braucht, wo X eine beliebige Constante sein kann. 
Wir können z. B. X = — 1 setzen, und haben dann die Formel: 
1 & 
(8) G=—— En 


Dieser Zusammenhang zwischen den adjungirten Functio- 
nen %, © überträgt sich unmittelbar auf die primitiven Func- 
tionen F, G. Ersetzt man nämlich die in (3), (4) eingeführten 
Functionen % und © durch ihre eigentlichen Bedeutungen: 

DEE 
© = -e+, G, 


so verwandelt sich die Formel (8) in: 


(9) RER A zF), 
oder, was dasselbe ist, in: 
(10) cht pE, 


Vermittelst dieser Formel ist man also eine Lösung 
@ der Gleichung (2) augenblicklich anzugeben im 
Stande, sobald eine Lösung F der Gleichung (l) be- 
kannt ist. 

Jenen Gleichungen (1), (2) wird (vergl. Seite 5) genügt durch 
die Bessel’schen Functionen J”, J?+!. Und zwischen diesen bei- 
den Functionen findet der in (10) angegebene Zusammenhang in 
der That statt; denn nach früher besprochenen Eigenschaften 
(Seite 22) ist 


(11) JHE m E pate 


z 02 

Bezeichnen wir die beiden andern partieulären Lösungen 
der Gleichungen (1), (2) mit F”, Y”+!, so können wir Fr+1 
aus Y” ebenfalls durch Anwendung der Formel (10) ab- 
leiten. Der Zusammenhang zwischen FY” und F”+! wird als- 
dann ausgedrückt sein durch die Formel 


(12) Fern 2H Dr, 


“~ 


also genau derselbe sein, wie der zwischen J” und Jr+1, 
4* 
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Von dem Werthe der Function V° (Seite 44) ausgehend, 
kann man nach dieser Formel (12) successive F!, Y?, F?, 
Y” berechnen. In solcher Weise gelangt man (allerdings auf 
etwas beschwerlichem Wege) zu folgenden Formeln: 
Y° = + m, 
Y! Il + Et, 


(13) 
y” — L” + Er 
22 == J°% logz, 
0 
ae F T DES 
(14) E RE T er E E A 
ERATA E EEA ana J' 2 SE 
Eha 2 mi zn (n—1) T11 zr—1 Eğ —2) IR zn— ar 
9 Je 1 . 
R A e S 207° + ai) sr \ + J” log 
4Jt 6J 8J l 
0— _ 0 N NT ER TET er 
(z koJ tama AEL int. o. 
kN 5 uh OS ER STR ine. } 
Ms UE ES E AERLE n in. ®, 
DIE = sen nee ee EN 


2(2n+2) 4(2n+4) 6(2n+6) 
| et 
In (15) sind dabei unter den % folgende Constanten zu verstehen: 


hd, PSr Bei4h Mei+trh 


u. s. w., nämlich allgemein: 


E= — kr" +4 Eaa (a44) J+A | (n46) J+ 


TPE E e a Ne a 


Bei dieser Berechnung sind die Y” von Y aus definirt durch 
die Formel (12). Aehnlich verhält‘ ‘es sich dabei mit den Func- 
tionen Z”, E”in Bezug auf Z°, EV. Also: 


Ebenso wie die Bessel schen Functionen J” von ihrer Anfangs- 
function J’ aus definirt werden können durch die Formel: 


3 OR 
2 n+l — n 
(16. a) + ti Pr 
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ebenso mögen die Functionen Y”, L” , E” von ihren früher (Seite 44) 
festgesetzten Anfangsfunctionen Y°, LP, E? aus definirt sein 
durch die Formeln: 


nl — BL‘ n ROES 
(16. 0) r = p 
nel — a e Ln 
(16. c) It = a) en 
(16.a) ph = t p 


Dieser Definition zufolge sind alsdann J” und Y” die- beiden 
parliculären Lösungen der Differential- Gleichung *¥): 


QF Lg E n? ET 
en en u tl) r=0 
Gleichzeitig ergeben sich alsdann (bei successiver Berechnung) für 
Y”, L”, E” die in (13), (14), (15) aufgeführten Werthe. 

Führt man statt der Functionen J”, Y” (ähnlich wie auf 
Seite 50) die ihnen adjungirten Functionen I”, %9” ein, in- 
dem man setzt: 

Jr zu“ 

vr" = NR, 
so sind, wie aus unserer Untersuchung (Seite 50, 51) hervor- 
geht, X” und Y” die beiden particulären Lösungen der Diferen- 
tial-Gleichung: 


ade a N ee 


Gleichzeitig überträgt sich der bei den J” und Y” vorhandene 
recurrirende Zusammenhang (16.«, b) auf die 3” und 9”; man 
erhält: 


| 


(18) 


(20) 


*) Es mag bemerkt werden, dass die Functionen 4» und Æ” Genüge 
leisten den Gleichungen: 
oF 1 OF n? 2 
AT T (= Pee Pe) 


wo bei Æ» das obere, bei Zr das untere Zeichen zu nehmen ist, 
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Diese Formeln (20) lassen sich, wenn man, statt nach z selber, 
nach z? differenzirt, auch so darstellen: 


Ra = — ? Ay 


022 ’ 
(21) 
a o FE oyr 
m 2 022 ’ 
Nunmehr ergiebt sich aus der ersten dieser beiden Formeln, 
wenn man dieselbe von n — O aus wiederholt in Anwendung 
to] 
bringt: 
| : f) :0 
gl —2 =, 
0:30 
3° ( 2)? Saa 
osgo 
(22) 3? =(—2) T 


ETUR Y 
ge =(—2) N 


Zufolge (18) ist 9° = 27” J* und 3° = J°, Substituirt 
man diese Werthe in die letzte der Formeln (22), so erhält man: 
N n,J9 
(23) nn) an 
Die zweite der Formeln (21) führt offenbar zu einem analogen 
Resultat in Betreff der Functionen Y”. Also: 
Die Functionen J” (z), Y” (2). hängen mit ihren Anfangsfunc- 
tionen J’ (z2), Y’ (z) zusammen durch folgende einfache Rela- 


tionen : 
Ol 
(24) 
F” (z) =(— 22)” ae 


Gleiches gilt übrigens auch bei den Functionen L” (z) nnd E” (z). 


$ 21. Zusammenhang zwischen den Functionen J” und Y”. 


Es wird bequemer sein, wenn wir statt der Functionen J”, 
Y” selber die ihnen adjungirten Functionen: 
= zn JE 


(1) 
9)” = gz” Y", 
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betrachten. Diese Functionen 9”, 9”, welche zur augen- 
blicklichen Abkürzung mit X, Y bezeichnet werden 
sollen, sind (Seite 53) die beiden particulären Lösungen der 
Differential-Gleichung : 
2% g AR 

2) ar ie 
Ich werde nun zeigen, wie man, falls nur die eine dieser bei- 
den Lösungen, nämlich nur X bekannt ist, die andere 9) finden 
kann durch Anwendung eines bestimmten Integrales; und in sol- 
cher Weise zu einem gewissen Integral - Zusammenhang zwischen 
den Funetionen X und 2) gelangen. 

Der aus den beiden unabhängigen Variablen z, ¢ zusammen- 
gesetzte Bruch: 
(3) U = 


1 
(22 — E?)?-Fl 
genügt, wie leicht zu verilieiren ist, der Gleichung: 
; RU 2n+1 OU DU 2n+1 00 
(4) re ei ee T 


`“ 


Dies vorausgeschickt, ziehen wir auf der zEbene eine belie- 
bige Curve von irgend einem Punct æ aus nach irgend einem 
andern Punct b hin, und betrachten das über diese Curven hin- 
erstreckte Integral: 


b 
(5) yV gE: REST 02. 


Da die Function X, wie sich aus (1) unmittelbar ergiebt, darge- 
stellt ist durch die Reihe: 


1 22 z4 
> in ARE SR, aks E E M TNE d iat M TEE ae T 
WERT 2n IIn (' 2-2n +2 + 2-4-2n+2-2n+4 ) 
folglich auf der zEbene überall stetig ist, und da ferner U, als 
Function von z betrachtet, nur in dem einen Puncte z = ¢ 


unstetig ist, so wird dem Integral V ein bestimmter endlicher 
Werth gesichert sein, sobald wir festsetzen, dass die Integra- 
tions- Curve @-+-»b den Punct ¢ nicht berühren soll. 

Aus (5) folgt sofort: 

ey 2nt1 ƏV 


de 7 SNE 
% 
=f + Lan M + u) JRH dz, 
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also mit Rücksicht auf u 


(8) = af (Be HEH a 0) Karat dz, 

Nun ist, weil die Function X der Gleichung (2) genügt, offenbar: 
b 

(9) = (a + ati ĉa yig ) Uztrhi dz. 


Subtrahirt man die Formeln (8), (9) von einander, und setzt man 
dabei zur Abkürzung 


(10) gU —-ı9=8, 
so erhält man: 
b 
In 4 er + vv Hz ee 2) SRH 


a 


oder, was dasselbe ist: 


+” 2n-+1 æ + p= [ED u 
5 

b 
(11) = fe e | F 


a 


ua kii (3% tiy Ie 


a 


wo für & sein Werth (10) wiedereingesetzt, und in üblicher Weise 
| f(z) J. für die Differenz f (b) — f (a) gesetzt ist. 

Das Integral V, dessen Integrations-Curve den Punct”& nicht 
berühren soll, wird daher (nach 11.) eine Lösung der Differen- 
tial-Gleichung ; 

12) BE ph DE Peo 


werden, sobald wir die el a, “ jener Curve der Art wäh- 
len, dass der Ausdruck 


(13) — zin+l (3 = AE, =) 


verschwindet für z — a, und verschwindet für z = b. 
Zunächst ist klar, dass dieser Ausdruck © verschwindet für 
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z = 0. Ausserdem verschwindet derselbe unter gewissen 

Umständen auch für z = x. Ist nämlich z äusserst gross, 

so hat man (nach Seite 50): 

A ċosz + B sinz 
Vz 

wo 4, B Constante sind. Mit Rücksicht hierauf ergeben sich 

für ein solches äusserst grosses z (aus 1 und 3) folgende Formeln: 


Tas Jea 


3 


‚4 cos z + B sinz 1 
X = y m daos +2 } Um a 
an yz z 
03 __ —4Asinz+Becosz U.) w.4n42 
OLE 7 nf z x 02 an zin+3’ 


Ans diesen ergiebt sich weiter (mit Rücksicht auf 13): 


(14) UX — Acosz+Bsin: 


zn Vz nur gültig für äus- 
; t grosse Werthe 
C cos z Dsinzf Pets 
(15) 0 = Coas ANK nD: sinz von 7, 
z3n--1 y z 


wo C, D gewisse Constante sind, ebenso wie 4, B selber. 


Aus (15) folgt, dass der Ausdruck ®© verschwindet, wenn 
wir seinem Argument z einen reellen Werth beilegen, und die- 
sen Werth sodann ins Unendliche anwachsen lassen. 

Unser Integral V wird demnach der Differential- Gleichung 
(12) Genüge leisten, sobald wir seine Integrations- Curve längs 
der reellen Achse von z = O bis z = x fortlaufen lassen; 
ebenso gut aber auch dann, wenn wir jene Curve vom -Puncte 
z= 0 aus zuerst auf beliebig gekrümmter Bahn nach einem an- 
dern, etwa weit entfernten, Puncte der reellen Achse, und dann 
von hier aus längs dieser Achse nach z = oo laufen lassen. 
Eine Curve letzterer Art werden wir, falls & auf der reellen Achse 
liegen sollte, in Anwendung bringen müssen, um die Berührung 
der Curve mit dem Punct & zu vermeiden. 

Dass bei einer solchen bis z = œœ fortlaufenden Curve das 
Integral V einen bestimmten endlichen Werth behält, ergiebt 
sich unmittelbar, wenn man beachtet, dass die unter dem Inte- 
gralzeichen befindliche Function U}2®+! für ein äusserst grosses 
z den in (14) angegebenen Werth besitzt. Auch hierbei aber 
ist, wie man sieht, die schon gemachte Voraussetzung, dass die 
letzte Strecke der Integrations-Curve mit der reellen Achse zu- 
sammenfällt, nicht zu entbehren. 
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Vertauschen wir also die augenblickliche Bezeichnung X wie- 
der mit der genaueren Bezeichnung 9” oder %”(z), so haben 
wir folgendes Resultat. 


Das bestimmte Integral 
wW 
gn (2) . gz2n+1 dz 


(22 — ¢?)2n4 
0 ` 


(16) Pii 


repräsenlirt, wenn man die auf der z Ebene fortlaufende Integra- 
tions-Curve den Punct & nicht berühren, und ihre letzte Strecke mit 
der reellen Achse zusammenfallen lässt, eine von & abhängende Func- 
tion, welche der Differential-Gleichung 


(17) +40 


Genüge leistet. 

Die ebengenannte Gleichung (17) besitzt aber, wie bei (1), 
(2) bemerkt wurde, zwei parliculäre Lösungen, welche dargestellt 
sind durch die Functionen 

Sef) p” (£). 

Daraus folgt, dass die gefundene neue Lösung V mit diesen 
Functionen verbunden sein muss durch eine Gleichung von der 
Form: ; 
(18) V = « (é) +). 
wo «, ß Constante sind. Wir gelangen daher (indem wir die 
Buchstaben z und ¢ nachträglich miteinander vertauschen) zu fol- 
gendem Satz. 


+ 


Zwischen den beiden particulären Lösungen X” (z) und Y” (z) 
der Gleichung 


Y 2n+1 08 Dih 
(19) re A 
findet folgender Zusammenhang statt: 
= = x Fon . Enpi q 
a A [en 
Ò 


wo «w, B constante Coefficienten sind, und wo die Integrations- 
Curve auf der $ Ebene in solcher Weise zu führen ist, dass sie den 
Punct z nicht berührt, und dass gleichzeitig ihre letzte Strecke zu- 
sammenfällt mit der reellen Achse. 
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Ersetzt man in (20) die adjungirten Functioneu X, X) durch die 

primitiven Functionen J, Y vermittelst der Relationen 

yo) = z I (a), Yr (e) = z Y"a), 
so erhält man einen entsprechenden Zusammenhang zwischen J” (z) 
und Y” (z). 

Die Werthe der Constanten œ, ß anzugeben, bin ich einst- 
weilen nicht im Stande. Wären «, ß ermittelt, so würde man 
(durch 20) die Function Y”(z) in einfacher und geschlossener 
Gestalt hinstellen können; die langwierigen Formeln auf Seite 52 
würden dann entbehrlich sein. 


Vierter Abschnitt. 


Partielle Differential- Gleichungen. 


$ 22. Integration einer partiellen Differential- Gleichung 
mit Hülfe der Bessel’schen Functionen. 


Wir stellen uns die Aufgabe, die Gleichung 
2 2 

(1) rt + U= 0 
zu integriren, beschränken uns dabei aber auf den Fall, dass x, 
y reelle Werthe haben, mithin anzusehen sind als die Coordi- 
naten eines Punctes in der xyEbene. 

Es sei æ, yı irgend ein fester Punct, und R die Entfer- 
nung zwischen ihm und dem beweglichen Punet x, y; also 


(2) R = Ye) + y-yı)?. 
Setzen wir die unbekannte Function 

U = f(R), 3 
so erhalten wir: 
3U _W aa RU _ PU (sa? | ôU R-(w—aı)? 
rn) BEN Be Dam Tante S, 
OU 0U y-n PU PU (yy) „ a R ymn 
E A, 0y? R R UAE RET, f 
mithin: 
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œU PU OU ðU 1 
tom tR R 
so dass die Gleichung (1) sich verwandelt in: 
RU 1 00 
Hieraus aber folgt (Seite 45) augenblicklich, dass zwei particu- 
läre Lösungen der vorgelegten Differential-Gleichung dargestellt 


sind durch die Functionen: 
U = JR), U = YV(R). 

Aus der Symmetrie dieser Functionen in Bezug auf die beiden 
Puncte &, y und æ, y, folgt, dass sie nicht allein der Differen- 
'tial-Gleichung (1), sondern ebenso gut auch der analogen Diffe- 
rential-Gleichung mit den Variablen æ{, y} Genüge leisten. Also: 

Versteht man unter R die Entfernung zweier Puncte x, y und 
£i, Yy S0 werden die Functionen 


(3) J’(R) und Y(R) 
sowohl der Differential-Gleichung 
RU RU 
als auch der Differential-Gleichung 
RU RU Kar 
(5) do T a, + U =.0 


Genüge leisten. 

Die Function J’ (R) bleibt eindeutig und stetig für sämmlliche 
Werthe von R. Sie wird 1 für R == 0, und verschwindet für 
R= 00; i 

_ Die Function Y° (R) ist eindeutig und stetig für alle Werthe 
von R, ausser für R = 0. Für R= 0 nämlich wird sie unendlich 
gross. Sie verschwindet für R = X. 

Diese Bemerkungen über die Functionen J’(R) und YFY°(R) 
ergeben sich (mit Rücksicht darauf, dass R seiner Definition nach 
nur reelle Werthe haben kann) unmittelbar aus unseren frühe- 
ren Untersuchungen (Seite 44 und 49). 

Durch Einführung der Polarcoordinaten 


(6) == # 008.0; “Ü=r, 008 Ois 
y=r sin oð, Yı = r; sin @,, 

geht die Entfernung R über in 

(7) R = Yr + r? — 2rr, cos® 
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wo % zur Abkürzung steht für ©@—o,./ Gleichzeitig nehmen als- 
dann die Differential- Gleichungen (4),/(5) folgende Gestalt an: 


Pe VE e E 
(8) Drz TAR aloe F USO, 

eu, S TAA O au ie 
(9) ee A R AS] zg t U= 0. 


Die gefundenen Lösungen /3) wollen wir nun zu entwickeln 
versuchen nach den Cosinus des Vielfachen von ®: 
(10) JR) PP + 2P' cog 9 + 2P? cos 29 +- 
-+ 2P” cosn? +»... 
(11) F° (R) = 0° + 20106058 + 20? cos29 +... 
+ 20” cosn® +: - 

Eine convergente Entwicklung dieser Art muss bei der Func- 
tion J°(R) unter allen Umständen existiren, weil sie stetig bleibt 
für alle Werthe von R. Die Function YP(R) hingegen wird un- 
endlich gross, sobald R verschwindet, und wird daher durch eine 
convergente Entwicklung der genannten Art mit Sicherheit nur 
dann darstellbar sein, wenn ihr Argument R, in Folge ver- 
schiedener Werthe von r und r,, zu verschwinden ausser 
Stande ist, trotz beliebig variirendem . Wir werden daher, 
was die Entwicklung (10) anbelangt, r und », ganz be- 
liebig lassen; was die Entwicklung (11) aber anbelangt, 
voraussetzen, dass r kleiner als r, ist. 

Durch Substitution der Entwicklungen (10), (9) in die Dif- 
ferential-Gleichung (8) ergeben sich Gleichungen zur Bestimmung 
von P”, 0”. Und zwar erhält man für beide, für P” und 0” 
ein und dieselbe Gleichung, nämlich folgende: 

(12) o E 


rT Or r? 


Andererseits führt die Differential- Gleichung (9) zu dem Resul- 
tat, dass die beiden Functionen ?* und Ọ” auch Genüge leisten 
müssen der Gleichung: 

PF 1 oF 
pa wP Eon nT 
Diese Gleichungen (12), (13) sind aber dieselben, welche wir 
früher (Seite 53) behandelt haben; die partienlären Lösungen der 
einen sind repräsentirt durch die Functionen J*(r), Y”(r), die 
der andern durch die Functionen J*(r,), F” (r;)- 


a E E S 
a AE 
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Aus (12) ergiebt sich daher, dass P”, 0” folgende Form be- 
sitzen müssen: 
Pr = AJl"(r) + BY*lr), 

(14) 
0" = CY"(r) + DY"(r), 
wo A, B, C, D nur noch von r, abhängen können. 

Die bei den Entwicklungen (10), (11) nothwendig gewordene- 
Voraussetzung in Betreff der Werthe von r und r, hindert nicht, 
dass r — O wird sowohl in (10) als auch in (11). 

Beachtet man nun, dass die zu entwickelnden Ausdrücke 
(10), (11), nämlich J°(R), YP(R) für r = 0 stetig bleiben, 
“dass also die für r — O ins Unendliche aufspringende Function 
Y”(r) in ihren Entwicklungen nicht enthalten sein kann, so 
redueiren sich die in (14) für P”, 0” gefundenen Formeln so- 
fort auf: 

Pr = AI" (r), 
(15) 
0%,==.CJ*(r), 
wo 4, C unbekannte Functionen von r, sind. 
Die Grössen P”, 0” müssen aber andererseits auch der 
Gleichung (13) Genüge leisten. Hieraus folgt: 
A = « I(r) + BT”), 
(16) 
18 £ ptet Irre), 
wo «œ, ß, y, ò unbekannte Constante sind. 

Aus (15). (16) folgt, wenn man zur genaueren Bezeichnung 
Ans Bas Yas On statt w; P, y, 0 setzt: 

Pr = I” (r) [on J"(r,) + Ba Y”(r,)], 
(17) 
O" = J” (r) Eyn P(r) + òn Y” (r). 

Dividirt man diese Formeln (17) durch 7”, so erhält man 
rechts den Quolienten 

J*(r) 
pn 
an Stelle von J”(r) selber. Dieser Quotient hat aber (Seite 5) 
den Werth: 


a a ee ie 
pn 0 92.4:--2n 2:2n+2 2-4-2n +2. 2n+4 j 
und verwandelt sich daher für r = O0 in 
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Somit ergiebt sich: 


(2) — &nI(r,) F Pn rrip, 


2-4- 2n 


(18) 
(7 — Yn I(r) + On Pr(r) 

S 2-4... -2n s 
wo der Index O andeutet, dass’ r —=0 zu setzen ist. 

Wir schreiben die Formeln (17) und (18) zur Abkürzung in 
folgender Weise: 

Pr et) ort). 

(19) 


Es handelt sich nun um die vollständige Bestimmung der 
Functionen 9” (r,) und y” (r,), d. i. um die Auffindung der in 
ihnen vorhandenen constanten CGoefficienten &,, Pa, Yus On 

Die Lösung dieser Aufgabe (welche bei direetem Angriff auf 
sehr langwierige Rechnungen führt), wird äusserst leicht und ein- 
fach durch Anwendung eines von Jacobi aufgestellten Satzes. *) 
Ist F irgend eine Function von cos®, so gilt nach jenem Satz 
die Formel: 


Nr Pr Te 5 (0 cos. ®)” 


n ‚a y 
(21) / F.cosn® dè — : FL sin?ng d9. 
U7 0 


Nehmen wir statt F die erste der von uns zu entwickeln- 
~den Funelionen, setzen wir also 

F a= JUR), 
so wird (mit Rücksicht auf 7): j 


*) Crelle’s Journal, Bd. 15. Seite 3 und 5, 
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OF ANAO DR): nO R pi ORRI {H Wer.) 
dcos? “OR cos? R > 
PE UNR 5 
(ð cos 9)  (oM) (~ 2rrı)), 
EEE a a E A 
(22) (0 cos $) = OR) ( 2rr,) , 
N NSOE TRIAR f 
(0 cos 9)» (0R?) (— 2rr,)”. 
Wir erhalten somit an Stelle von (21) die Formel: 
n 
Pr (—arr,)# on Jo (R) Snin 
(23) (R) cosn? d? = a (ör?)n sın Li ds, 
Bi ö 


deren linke Seite (zufolge 10) identisch ist mit mP”.  Dividiren 
wir daher die Formel mit ær”, so ergiebt sich: 


EN e.V DRM) inng d9. 
(24) rn TE EE A (ðR?) = ; 
0 j 
Setzen wir jetzt r—0, so. verwandelt sich die linke Seite 
(nach 20) in die zu bestimmende Function a ne, während gleich- 


zeitig auf der rechten Seite die Grösse R in r, übergeht. Wir 
erhalten also: 


; a 
p ln) E 1° A, 
(25) 2-.4-...2n 1-3--2n1 x (Or?) 
ò 


sin?” 9 d$, 


wo gegenwärtig der unter dem Integral befindliche Differential- 
Quotient unabhängig ist von 9. Mit Rücksicht auf die bekannte 


Formel: 
SE sin?” 9 de= intei 


erhalten wir also schliesslich: 
or I(r 
26) p= ar" N. 
In genau derselben Weise würde sich, wie leicht zu über- 
sehen, bei Anwendung der Jacobi’schen Formel auf die zweite 
zu entwickelnde Function FP(R) ergeben haben: 
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/ 
DT) n on y° 1) 
(27) le ZEW. 
(or; 


Hierdurch sind die Functionen ø”, A” vollständig bestimmt. 
Die gefundenen Werthe können aber beileutend vereinfacht, näm- 
lich durch Anwendung früherer Formeln (Seite 54) augenblick- 
lich in folgende Gestalt versetzt werden: 
p (r) = le), 
(28) / 
p” (r) = TY*r). 
Somit wird (nach 19): ; 
Pr = P(r) (r), 
(29) | 

O8. Fee). Ele); 

In Bezug auf die vorhin gefundenen Ausdrücke (17) würde also 
zu bemerken sein, dass durch unsere Untersuchung für die dor- 
tigen Coefficienten «&,, Bn? Yans Òn folgende Werthe sich heraus- 


gestellt haben: 
n = 1, Bu = 0, 
(30) 
Yn —— 0, Ö, = T, 
Durch Substitution der Werthe (29) in die Entwicklungen 
(10), (11) gelangen wir zw folgendem Satz. 


Setzt man R = Vr? + r, — 2rr, cos ®, und entwickelt man 
die Ausdrücke J’ (R), Y} (R) nach den Cosinus der Vielfachen von 
©, so entstehen die einfachen Formeln: 


NR 

(31) IR) = 23 5 Pfr) I N Cosa, 
PN 

(32) ul D i J” (r) Y” (r,) cos nd, 
p i A AE 


wo die Constante €n den Werth 1 besitzt für n = 0, und den Werth 
2 fürn >0. 

Die erste Entwicklung ist gültig für beliebige Werthe von r 
und r,, die zweite nur dann, wenn r kleiner als r; ist. 


§ 23. Die Entwicklung der Bessel’schen Function J’ für 
ein Argument, welches die Entfernung zweier Puncte 
vorstellt. 


Diese schon in (31) gefundene Entwicklung kann auf. directe- 
rem Wege erhalten werden. 


Neumann, Theorie d, Bessel’schen Funetionen. 9 
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Es seien R, P, Q, k gegebene Constanten, welche zu ein- 


ander in der Beziehung stehen: 
00 Ku pP, 


(1) BASM k -== 0, 


R® = P? + 0%. 


Die Bessel’sche Function JP(R) wird (Seite 6) ausgedrückt 
durch das bestimmte Integral 


at 
(2) J? (R) =+ Í cos (R sin œ) do. 
0 
Der Ausdruck cos (R sin œ) nimmt für das Intervall: 


O=... . k 


A E n -+ k. 


Demnach wird das Integral / cos (R sin o) do, mag dasselbe nun 
von O bis x, oder mag es von k bis m + k hinerstreckt werden, in 
beiden Fällen denselben Werth haben. D. h. es ist: 


m n s 
fe (R sin œ) do = $ cos (2 sin (k + w) ) do. 
0 


0 


Somit können wir statt (2) auch schreiben: ` 


n 
(3) J(R)= Ż / cos (z sin (k + a) do. 
0 
oder: i 
ze > 
(4) JR, zi cos (Reosksino+ Rsincose ) do, 
0 


oder mit Rücksicht auf (1): 
n 
(5. a) “TARE zd cos (z sin @ + O0 cos o) do. 
0 


Diese Formel wird also stattfinden für je drei Grössen 
R, P, O0, welehe mit einander verbunden sind durch die Relation 
R? — P? + 0%. Sie wird daher, ebenso gut wie für R, P, 0, 
auch stattfinden für R, P, —0. Also: 
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g / 
(9.5) INRE na cos (? sin @ — Q cos o ) do. 

ô | 
Aus (d.a,b) folgt durch Addition: 


n f. 
(d. e) JIR = a cos (P ån w) cos (Q cos œ) do, 
0 7; 
und andererseits durch Subtraetien: 


(d. d) 0 $ sin (P sin œ) sin (Q cos œ) dw. 
0 ; 


So haben wir hier/vier Formeln (5. a, b, c, d) ge- 
funden, welche gültig sind für irgend drei (reelle) 
Grössen R, P, 0, zwischen denen die Relation statt- 
findet R = P + 0%. : 

Es sei nun R die Entfernung zweier beliebig gegebenen 
Puncte, nämlich ebenso wie früher: 

R? = r? + r?— 2rr, cos ®, 
oder was dasselbe ist: 
(6) R? — (r — r; cos 8)? + (r; sin 9)?. 
Auf dieses R können wir unsere vier Formeln sofort in Anwen- 
dung bringen, wenn wir für P und Ọ diejenigen Grössen neh- 
men, deren Quadratsumme in (6) auf der rechten Seite steht. 
Die Anwendung der Formel (5. b) liefert alsdann: 


(7) FS ER cos Gz cos 9) sin œ — r, sin © cos w do, 
f : 
oder, was dasselbe ist: 


(8) J'R) = "cos r sin w — r; sin (œ + ®) ) do. 
fon 


Nun ist nach früher gefundenen Entwicklungen (Seite 7): 
(9. a) cos (r sin œ) —= s J?’ (r) + £, J?(r) cos 2» + s, J*(r) cos 4w 


UELI u wur 


(9. b) sin (r sin œ) = s J! (r) sin œ + s, J? (r) sin 30 + 8, J’ (r) sin 5% 


wo &, jene oft benutzte Constante vorstellt, welche — 1 oder 
pè 
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= 2 ist, jenachdem »—=0 oder > 0. Diese Formeln (9) mö- 
gen zur Abkürzung so seschrieben werden: 
(10. a) cos (r Sn o) = Z © J? (r) cos po, 
(10. b) sin (r sih œ) = X é; JA(r) sin qo, 
wo die eine Summation über die graden Zahlen p=0, 2,4, ... ©, 
die andere über die ungeraden Zahlen g = 1, 3, 5 .... oo hin- 
erstreckt zu denken ist. Vertauscht man in diesen Formeln die 
Grössen r, @ mit 74, @ + ®, so erhält man die analogen For- 
meln: 
(11.a) cos [r, sin (œ + 9®)] = E :,JP(r,) cos p (œ + 8), 
(11.2) sin [r, sin (o + 9)] = 2\:,J%(r,) sin g (œ + ®). 

Für jede beliebige unter den mit p bezeichneten Zahlen 


findet, wie leicht zu übersehen, die Gleichung statt: 
a 


(12.a) Ep fer po: cos p (o + 9) da = ~ cos pò. 
0 
Ebenso ist andererseits für jede der mit 4 bezeichneten Zahlen: 
= 
(12.b) g` J sin go-sin ¢ (w + ®) do = v cos 9. 


0 
Multiplieirt man nun die beiden Formeln (10.a), (11.a) mit- 
einander, und integrirt man dieses Product nach œ zwischen den 
Grenzen O und x, so ergiebt sich mit Rücksicht auf (12.a): 


(13.a) cos (r sin œ) - cos [r, sin (ao + 8)] do 


v0 


—=n% :,JP(r) JP(r,) cos p9. 
In ähnlicher Weise folgt aus (10.5), (11.6) und (12.5): 


a 


(13.5) fi (r sin o)-sin [r, sin (o + ®)] Pr 


= mE e; JA(r) JA(r,) cos g8. 
Die Addition der beiden letzten Formeln liefert: 
n 


(14) f cos [r sin œo — 7; sin (o + 8)] do 


0 


—=n2% :, J*(r) J®(r,) cos n9, 
wo gegenwärtig die Summation Æ hinzuerstrecken ist über 
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sämmtliche (gerade und ungerade) Zahlpn, also hinzuerstrecken 
über 0; 45:23, 4 sur» - 00. 

Durch Anwendung von (14) auf dić Formel (8) erhalten wir 
nun endlich die verlangte nl 


n= / 
(15) J? (R) = E 8, J” (r) Jr(r,) cos n®, 


n—0 / 
/ 5 N r i 
'enau übereinstimmt mit 


eine Entwicklung, welche 
derjenigen, die wir Ran (Seite 65) auf ganz 
anderem Wege gefunden kaben. 

Diese Entwicklung (15) führt, wie wir hier noch zeigen wol- 
len, zu einer bemerkenswerthen neuen Eigenschaft der Functio- 
nen J. Setzt man in 

R= y r + r? — 2rr, cos$ 
die Grössen r, r, einander gleich (was für die Gültigkeit der 
Entwicklung von J’ (R) ohne nachtheiligen Einfluss ist, Seite 65), 


so wird: 


R == 27 sin £, 


folglich durch Benutzung der Formel -(15): 
(16) PA (2r sin z) = EM (r) J” (r) cos n®. 

n=0 
Dieser Ausdruck (16) kann nun aber nach den Cosinus der Viel- 
fachen von ® noch auf anderem Wege entwickelt werden. Setzt 
man nämlich in der allgemeinen Formel (Seite 6): 


tige j 
ed) J cos (z sin œ) dw 
0 
AR y $ f. 
Ər sin — an Stelle von z, so wird: 


2 


z 
(17) «9 (2 sin D = - / cos (27 sin œ sin > do. 
0 


Aus der Formel '(9. æ) folgt, wenn man daselbst ka für w 
setzt: 
$ nn 
(18) cos (’ sin ) = Z& :, J”*(r) cos n®, 


nn 
wo die Summation, ebenso wie in (16), über sämmtliche Zahlen 
n—=0,1,2,3,:-:- oo hinläuft. An Stelle von &, müsste in 


(18) eigentlich stehen £p». Zufolge der Bedeutung dieser Con- 
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stanten € ist es aber {wie man leicht bemerkt) völlig gleichgültig, 
ob in (18) der Factor à oder &,, unter das Summenzeichen ge- 
stellt wird. 
Vertauscht man nun endlich in (18) die Grösse r mit 
2r sin w, und substituirt man den alsdann für 
cos (> sin œ sin =, 


sich ergebenden Werth in die Formel (17), so erhält man: 


- 

= Fi} nn F 

(9.10 ( 2r sin =) = 2 j 2 n J?” (2r sino) - cos nd )do. 
bil) 

Diese Formel repräsentirt, ebenso wie die Formel (16), eine 
Entwicklung, welche fortschreitet nach den Cosinus der Viel- 
fachen von 9. Beide Entwicklungen müssen unter einander iden- 
tisch sein. Hierans ergiebt sich die Gleichung: 


(20) Zei) Inte) A Tu sin œ) do, 


eine Gleichung, welche gültig ist für jedes beliebige 
Argument r, und in welcher eine merkwürdige Be- 
ziehung enthalten ist-zwischen je zwei Bessel’schen 
Functionen vom Range z und vom Range 2n. 


§ 24. Erweiterung der Theorie des logarithmischen 
Potentiales. 
Ist % eine gegebene Constante, und bezeichnet R nach wie 
vor die Entfernung zweier Puncte in dar æxyEbene, so stehen 
die Functionen 


(1) JR), Y° (R) 
zu der Differential-Gleichung 
RU RU Hr 
(2) a + 0y? nu a 
in genau derselben Beziehung, in welcher die Functionen 
(3) J” (kR), Y° (k R) 
stehen zu der EE TE ET 
27 E 
(4) TT p + RU=0. 


D. h. die Gleichung (4) Be kit jede der beiden Functionen 
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(3) erfüllt werden, sobald man das eine Ly von R als fest, 

das andere als einen beweglichen Punét x, y betrachtet. 
Nimmt man statt der reellen @ðnstanten % eine rein 

imaginäre Constante ik, so werdeá in gleicher Weise 


(5) J? (ik R), Y® (ik R) 
zwei Lösungen sein für die Differenfal-Gleichung. 
U RU Su. 


In Betreff dieser letzten Gleichung lässt sich nun durch die 
Minimal- Untersuchung des übgr eine beliebige Pieeenlatäch? 
ausgedehnten Se / 


I) YY + (#0 )'} iwy 


folgender Satz nachweisen; 


Für eine beliebig gegebene Elementarfläche ewxislirt immer eine 

Function U(x, y) oder U, welche sammt ihren ersten Ableitungen 
(7) ðU ou 

0x’ Oy 

innerhalb der Fläche stetig ist, welche ferner innerhalb der 

Fläche der Differential-Gleichung (6) Genüge leistet, und welche 

endlich am Rande der Fläche beliebig vorgeschriebene Werthe 

besitzt.*) 

Auf Grund dieses Satzes ist es leicht, auf die Differential- 
Gleichung (6) diejenigen Untersuchungen zu übertragen, welche 
ich in einer früheren Abhandlung **) angestellt habe in Betreff 
der Gleichung 2 

Ui er 
Dar + a 
Führen wir die Bezeichnungen ein 
F(R) = J°P(ikR), 
(8) 


eh 


D(R) = F’(ikR) — J"(ik.R)-log (ik), 
so sind F(R) und ®(R) reelle Functionen von R, und zwar 
Functionen, von denen sich (beiläufig bemerkt) für «= 0 die 


*) Solches gilt indessen nur für die Gleichung (6). Denn für die Glei- 
chung (4) scheint ein analoger Satz uicht zu existiren, Vergl. eine Be- 
merkung von Helmholtz über ein analoges Problem im Raume, Bor- 
chardt’s Journal. Bd. 57. Seite 24. 

**) Borchardt’s Journal. Bd. 59. Seite 335. 
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12 Vierter Abschnitt. 


eine auf 1, die ande auf log R redueiren würde. Diese Func- 
tionen F(R) und D(R können, falls ] 


B= Maer 2 Irr DAG 

gesetzt wird, nach den Cosinus der Vielfachen von ® in ganz 
ähnlicher Weise entwickelt werden, wie früher J’ (R) und Y"(R) 
entwickelt wurden (Seite 69, 

Denken wir uns nun ene Materie oder ein. Fluidum, wel- 
ches in der Ebene beliebig vertheilt werden kann, und von sol- 
cher Beschaffenheit, dass das Potential zweier Theilchen aufein- 
ander gleich ist der ihrer Entfernung R entsprechenden Func- 
tion D(R), multiplieirt mit dem Product ihrer Massen, so ge- 
langen wir zu folgenden Sätzen: 


Ist q ein Punct innerhalb einer gegebenen klementarfläche, so 
kann die Randeurve der Fläche immer der Art mit Masse be- 
legt werden, dass das Potential dieser Belegung für alle 
Puncte ausserhalb der Fläche identisch ist mit dem Potential 
einer in q concentrirten Masse 1. 

Ist HDds diejenige Masse, welche bei der genannten Belegung 
auf dem Element ds der. Randeurve sich befindet, und ist U 
irgend eine Function, welche auf der Elementarfläche den Be- 
dingungen (T) entspricht, so wird diese Function im Puncte gq 
einen Werth besitzen, welcher dargestellt ist durch 

9„=/UHWas, 

die Integration hinerstreckt über den Rand der Fläche. 
Eine solche Function U kann also, wenn ihre Randwerthe gege- 
ben.sind, durch Anwendung der vorstehenden Formel berechnet 
werden für jeden beliebigen Punct g, vorausgesetzt, dass man be- 
kannt ist mit jener durch. 49 repräsentirten Randbelegung. 

Entwickelt man die Functionen F(R}, ®(R) in der vorhin 
angedeuteten Weise, so kann man diese Randbelegung leicht für 
den Fall bestimmen, dass die gegebene Elementarfläche ein Kreis 
ist. Zugleich gelangt man dabei zu einem einfachen Satz über das 
Potential einer gleichförmig mit Masse belegten Kreislinie. Man 
findet nämlich, dass dieses Potential auf Puncte innerhalb des Krei- 
ses = 4-F(r), auf Puncte ausserhalb = B- Dr) ist, wo r die 
Entfernung der Puncte vom Kreismittelpunct vorstellt, und 4, B 
gewisse Constanten sind. 


www.rcin.org.pl 


